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1. WPROWADZENIE

1.1. Przedmiot i cel rozprawy

Zagadnienia szybkiej transmisji sygnaléw, systemy prébkowania sygnaléw i
impulsowo-kodowej modulacji wymagaja coraz dokladniejszych metod analizy
propagacji sygnalu. Poprawna analiza czasowa sygnaléw w szybkich ukladach
elektronicznych wymaga rozpatrywania polaczen kablowych i <$ciezek jako
obwoddéw roztozonych i uwzglednienia zaleznos$ci parametréw roztozonych tych
potaczen od czestotliwogci. W Zle zaprojektowanym uktadzie polaczern moga
wystepowad rézne efekty pasozytnicze jak opdéZnienia sygnalu czy przypadkowe
przelaczenia lub szum z powodu przestuchéw i odbié sygnatu. Stad wynika
konieczno$é rozwijania metod analizy obwoddéw roziozonych jako integralnej
czesci projektowania.

Jedna ze znanych metod jest analiza w dziedzinie czestotliwogciowe].
Przebiegi napieé i pradéw w dziedzinie czasu uzyskuje sie poprzez zastoso-
wanie odwrotnej, szybkiej transformaty Fouriera (FFT). Podejécie to jest
mato efektywne w przypadku, gdy trzeba uzyskaé¢ odpowiedZ w przedziale cza-
sowym wielokrotnie przewyzszajacym czas propagacji w linii dlugiej. Tak
wiec na przyklad nie mozna stosowaé go skutecznie do analizy linii diugiej
bezstratnej zwartej badZz rozwartej na koncu, gdzie mamy do czynienia z
przebiegami nieustalonymi o nieskoficzonym czasie trwania.

Alternatywnym podejsciem sg metody oparte na przeksztalceniu Laplace’a
(np. Griffith, Nakhla [17]). Pozwalajg one na analize przebiegéw w wiekszym
interwale czasowym. UmoZliwiajg znajdywanie odpowiedzi ukladu na wymuszenie
skokowe, czego nie mozna uzyskaé przy podejsciu opartym na FFT. Gléwnym
problemem, ktéry sie przy tym pojawia, jest obliczanie transformaty odwrot-
nej.

Spotykane sg réwniez metody oparte na przeksztatceniu Z (Humpage [18]).
Wymaga jg one rozwigzania problemu syntezy parametréw jednostkowych linii,
co jest szczegdlnie trudne dla dokladniejszych modeli linii, z parametrami
jednostkowymi zaleZznymi od czestotliwogci.

Prezentowana w pracy metoda liczb wielomianowych jest bliska metodom
opartym na przeksztalceniu Laplace’a i przeksztatceniu Z. Jej podstawy
teoretyczne nie sg jednak zwigzane z przeksztalceniami calkowymi, lecz z
podejéciem algebraicznym do rachunku operatorowego, ktére nawiazuje wprost
do pierwotnej koncepcji Heaviside’a. Podstawy te sg zawarte miedzy innymi w
pracach Mikusifiskiego [31], Yosidy [39], Bellerta [3, 4] oraz Bittnera I[5,

6]. Szczegblne znaczenie dla prezentowanej w pracy metody analizy stanéw

nieustalonych ma praca Bellerta [4]. Przedstawiona tam oryginalna metoda



operatoréw liczbowych byla adaptacjg koncepcji rachunku operatoréw Mikusin-
skiego w dziedzine réwnan réznicowych.

Opracowana przez autora metoda liczb wielomianowych powstala w trakcie
rozwijania metod komputerowej analizy obwoddéw, zwlaszcza obwoddéw roziozo-
nych. Autor postawil hipoteze, ze algorytmy arytmetyki zmiennoprzecinkowej,
znane dla liczb binarnych, moga by¢ z powodzeniem zastosowane do dzialan w
dziedzinie operatoréw. Algorytmy te moglyby byé efektywnym narzedziem dzia-
lania w rachunku operatorowym, pozwalajac na skuteczne rozwiazywanie zlozo-
nych probleméw, jak te, ktére powstajg przy analizie propagacji sygnaléw w
obwodach elektrycznych. W trakcie rozwijania metody, autor dotarl do prac
Bellerta, ktére dostarczyly potwierdzenia i teoretycznego wsparcia przyje-
tej koncepcji. Cialo operatoréw liczbowych Bellerta okazalo sie toZzsame z
ciatem liczb wielomianowych, a metode liczb wielomianowych moZna uwazaé za
komputerowg implementacje metody operatoréw liczbowych. Trzeba tu zazna-
czyé, ze podejscie Bellerta wyprzedzalo éwczesne techniczne mozliwogci
oblicze. Przy omawianiu jednego z przykladéw zastosowan metody napisal on:
"Dla uzyskania dostatecznie doktadnych rezultatéw metoda powyzsza wymaga
przeprowadzania obliczen z dokladnogcia do czwartego, a nawet pigtego znaku
dziesietnego, przez co obliczen nie moZzna wykonywaé przy uzyciu suwaka
logarytmicznego".

Metoda liczb wielomianowych obejmuje elementy takich dziedzin jak:

- teoria operatordéw liczbowych,

- rachunek operatoréw,

- arytmetyka zmiennoprzecinkowa liczb rzeczywistych,

- arytmetyka wielomiandw.

Podstawowym obiektem metody jest liczba wielomianowa. Jest to uogdélniona
liczba, ktérej cyfry sa elementami pewnego ciala, na przyktad ciata liczb
rzeczywistych. Pelni ona w analizie stanéw nieustalonych te samg role co
liczba zespolona w przypadku przebiegédw sinusoidalnych. Liczby takie mogg

byé zwiazane wzajemnie jednoznacznie funkcjami lub ciagami. Ich podobien-
stwo do liczb rzeczywistych pozwala na zaprogramowanie algorytméw dzialan
wzorowanych na algorytmach zmiennoprzecinkowych dla liczb binarnych. Daje

to w pelni wspomagany komputerowo rachunek operatorowy, pozwalajacy zardwno
na prowadzenie na komputerze dziatan w dziedzinie transformat, jak i auto-
matyczne wyznaczanie transformaty odwrotnej w postaci ciggu punktéw rozwig-—
zania, czy ciggu wspdlczynnikéw szeregu opisujacego rozwigzanie. MoZzna tu
zauwazyé ciekawa analogie. Wyznaczanie transformat wigZze sie czesto z ko-
niecznogcia korzystania z tablic matematycznych, podobnie jak dawniej wyma-
gato tego wyznaczanie wartosci funkcji, na przyklad funkcji trygonometrycz-

nych. Zastosowanie kalkulatoréw nie tylko wyeliminowato konieczno$é czeste-



go siegania do tablic funkcji, ale wprowadzilo nowg jako$é, poprzez mozli-

wosé automatycznego wykonywania obliczenl. Podobna jako$é zapewnia metoda

liczb wielomianowych w odniesieniu do rachunku operatordéw.

Celem rozprawy jest zastosowanie metody liczb wielomianowych do analizy
czasowej obwoddéw roztozonych. W szczegdlnosci rozwazane jest zagadnienie
propagacji sygnalu w linii dlugiej przy réznych warunkach obciaZzenia i z
uwzglednieniem réznych efektéw pasozytniczych zwigzanych na przyklad z
efektem naskérkowosci i wzajemnym oddzialywaniem przewoddéw linii.

Podstawowe zadanie wigZze sie z opracowaniem metodologii i narzedzi umo-
zliwiajacych wykorzystywanie metody w komputerowe]j analizie propagacji
sygnaléw.

Teze pracy mozna sformulowad nastepujaco:

Metoda liczb wielomianowych i opracowane dla niej oprogramowanie stanowig

skuteczne narzedzie analizy propagacji sygnaléw, zwtlaszcza w obwodach roz-

lozonych. Daje mozliwoéé postugiwania sie rozbudowanymi modelami tych obwo-—
déw, zardéwno dla sygnatéw cigglych jak i dyskretnych.

Kolejne rozdziaty pracy omawiaja:

- definicje ciata liczb wielomianowych,

- komputerowa implementacje arytmetyki liczb wielomianowych,

- zwiazek metody liczb wielomianowych z rachunkiem operatordéw,

- symulacje i rozwiazanie typowych obwoddéw skupionych w stanie nieustalonym
i analize dokladnogci zastosowanej metody na podstawie rozwigzan anali-
tycznych,

- tworzenie usgcislonych modeli obwoddéw rozlozonych, kabli i polaczen ukladdéw
elektronicznych,

- komputerowa symulacje propagacji sygnaléw w tych potaczeniach,

- analize wynikéw,

- ocene metody,

- mozliwe kierunki dalszego rozwoju metody,

podsumowanie.

2. LICZBY WIELOMIANOWE - PODSTAWOWE DZIAFANIA

2.1. Definicja liczby wielomianowej

Def. 2.1. Liczbg wielomianowg rzeczywistg a nazwiemy obiekt opisywany
ciggiem {a } elementéw a nalezacych do dowolnego ciata, z wyrdézniong
m m

pozycja N w tym ciggu (N - liczba naturalna).



Liczba wielomianowa rzeczywista jest wiec utoZsamiana z para: ciag
{a }, liczba naturalna N. Elementy a bedziemy nazywali cyframi liczby
m m

wielomianowe j rzeczywistej. Dla wyrazZnego rozdzielenia cyfr uzywaé bedziemy

Heon Heon

znaku . Za wyrézniona pozycjg ciagu cyfr stawiaé bedziemy znaki "~,".

Przyklad zapisu liczby wielomianowej rzeczywistej:
(~ 8.5~ -7.125~, 0.1~ -3.6™) . (2.1)

Liczby wielomianowe rzeczywiste nalezy rozumieé jako uogdlnienie zwy-
klych liczb rzeczywistych, polegajace na tym, Ze w zapisie pozycyjnym w
miejscu cyfr (np. 0...9) stojg elementy brane z pewnego ciata.

Ciag cyfr {am} jest funkcja nad zbiorem liczb naturalnych. Uméwmy sie
jednak, Zze indeksy "m" przy oznaczeniach cyfr moga byé ujemne, czyli

m =0, 1, £2,... oraz m > -~ . Wygodne bowiem bedzie takie indeksowanie

cyfr, aby cyfra stojgca przed przecinkiem miala indeks O :
a="a ~."a ~a™~ a~a™~a"~."). (2.2)

Uzyta tutaj terminologia (liczba, cyfry, pozycja cyfry wzgledem przecin-
ka) ma na celu przeniesienie w dziedzine liczb wielomianowych sprawnosci
nabytej przy poshlugiwaniu sie zapisem pozycyjnym zwyklych liczb rzeczywis-
tych. Na podstawie analogii do zwyklych liczb rzeczywistych przyjmijmy m.
in., Zze réwnowazne sg nastepujace zapisy:

a) ( a ~al’ 0~ 0~...7) = ( a "Tag ) -mozna pominaé zapis
"~ 0~ 07...", liczba takiej postaci moglaby byé nazwana liczbg wielomiano—
wa calkowita, zag iloraz takich liczb - liczba wielomianowg wymierna

b)("a ~.."a~ a~..”)=("0"0"..."0"a ~..Va"~, a".")

-N 0 1 -N 0 1
-z lewej strony mozZna dopisywaé dowolng skoriczong ilo$é zer.
Cyfra najbardziej znaczacg nazywaé bedziemy cyfre pierwsza od lewej réznag

od zera.

2.2. Podstawowe dzialania na liczbach wielomianowych
Niech dwie liczby wielomianowe majg postad

a=("a ~.."a%a~."), b=("b ~.."b "7, b"."7). (2.3)
N 0o’ "1 N 0’ 1

W takiej postaci (jednakowa ilo$é¢ cyfr przed przecinkiem) mozna przedstawié
dowolne dwie liczby wielomianowe, gdyz zawsze mozna powiekszyé¢ ilosé cyfr

przed przecinkiem przez dopisanie cyfr zerowych.



2.2.1 Réwnosé

Def. 2.2. Dwie liczby wielomianowe nazywamy réwnymi, gdy majg takie
same cyfry, czyli a = b ® a= b; j=-N,...,0,1,...
J J
Relacja réwnosci liczb wielomianowych jest zwrotna, symetryczna i przechod-

nia.

2.2.2 Suma

Def. 2.3. Sume dwéch liczb wielomianowych obliczamy dodajac do siebie
cyfry tych liczb stojgce na tej samej pozycji wzgledem przecinka, czyli

~ ~

a+b=((mM"Ma +b ~..7a+b ™, a+b™."7).
-N -N 0 0 11
Przyktady:
W dalszych przykladach dla prostoty bedziemy sie ograniczaé¢ do liczb

wielomianowych rzeczywistych ze zwyklymi liczbami rzeczywistymi jako cyfra-

mi.

(v 1.8~, -2~ 07) = (¥ 0~ 1.8~, -27) ;
(~ 1.8~, =2~ 0~) + (¥ 100~ 1.8~, 7.6™) = (~ 100~ 3.67, 5.67) ;
(Y2, 57 37) + (Y 9Y, 7T 57) = (v 117, 127 8Y)

Z definicji 2.2 i 2.3 wynikaja wlasnosci:
LW1) a + (b +¢c) =(a+ b) +¢ (tacznogdé);
LW2) a +b=b + a (przemiennogd);

LW3) a + (¥ 0™) = a ( (~ 07) jest elementem neutralnym dodawania);

Lwd) A\la \/ bzea+b=("0") (istnieje element przeciwny b = -a );

Wlasnogci te sa konsekwencjg wtasnosci cyfr liczb wielomianowych, naleZzgcych
do ciala. Np. wlasnoéé LW4) mozna uzasadnié¢ nastepujgco:
a+b=(("0") > a+b =0 > b =-a_,
i J J
gdzie j przebiega wszystkie indeksy cyfr liczby a. Z tego uzasadnienia

wynika, Ze element przeciwny b istnieje i jest jedyny.

2.2.3 Iloczyn

~ ~ ~

Def. 2.4. Iloczynem dwéch liczb wielomianowych a = (™ a, Tal

alN...N) ib=( b_NN...N bON, blN...N) nazwiemy taks liczbe wielomianowa,

c=ab, zec=("c LT e ™, e
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c = ab R R
k m n

m,n takich, m
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=
o

ze m+n=k

>
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|
=
°
—

k +N k+M
czyli c =} ab =Z a b , k = -M-N,...,0,1,... . O
k ., m k-m k-n n
m=-M n=-N

Uwzgledniajac mozliwoéé dopisania zer na lewo od cyfry b . mozna roéwniez

napisaé, ze
(o)

c =} ab . (2.6)

k m k-m

m=-M

—

Widzimy, Ze mnozenie jest zdefiniowane jako splot cyfrowy ciagu cyfr.

Przyktad mnozenia:
Definicji 2.4. odpowiada znany algorytm obowigzujacy dla zwyktych

liczb rzeczywistych:

~1.3~ 0 ~, -570.17) (2.7)
X (¥~ 3.2 715~ 1 ~)

(1.3~ 0 ~ -5 ~ 017
(*1.95 ~ 0 ~-7.5 ~0.15 ™)
(*4.16 ~ 0 ~ -16 ~0.32 ™)

(~4.16 ~1.957,-14.7~-7.187-4.85~ 0.1 ™) ]

Efektywng realizacje komputerowg mnozenia liczb wielomianowych moZna
zapewnié¢ wykorzystujac algorytm FFT i tzw. arytmetyke zmiennoprzecinkows, o

czym bedzie mowa w rozdziale 4.

2.2.4 Wlasnosci dziatan

Z definicji mnoZzenia mozna wyprowadzi¢ wlasnosci:

LW5) a (b c) = (a b) ¢ (Yacznosd)

LW6) ab = ba (przemiennosé)

LW7) a (7 17) = a ( (™ 17) jest elementem neutralnym mnozenia);

LWS) a#z ("0 \/ b ab=("17) (istnieje element odwrotny
b=(1)/a=a);

LW9) a (b+c)=ab+ac

10



Dla przykladu nizej przytoczymy dowody wilasnosci LW5 i LWS8

Dowdéd LW5:
Niech

a=("a ~.7a"~ ...7),b=("b ~..7"b ", ...7), c=

-M 0 -N 0
(¢ ~...e v, )
-L 0

i

albe) = d = (vd ~.7d”, ),

-K 0

zas

(ablc=e=("e ~...7e"”, ...7)

-J 0

Na poczatek mozemy zauwazyd, ze K=J=M+N+L. Dalej (dla

k = -K,...,0,1,...)
k+M j+L k+M j+L
d = a bc = a bc
k k-j n j-n k-j n j-n
j=-N-L n=-N j=-N-L n=-N
k+M+N (k-1)+M k+M+L  k+M-n
e = ( a b)c = a b ¢ =
k (k-1)-n n 1 k-1-n n 1
( j=1+n)
1=-L n=-N n=-N 1=-L
1)
k+M+L  k+M k+M j+L
= a bc = a bc
k-j n j-n 1 k-j n j-n
n=-N j=n-L j=-N-L n=-N

czyli d = e, co koniczy dowdd.

Dowdéd konstruktywny LWS:

Poniewaz a b = (¥ 17, 0~ 0~ 0™...”), wiec zgodnie z regulg mnozenia przy

~ro~

a=a ~...7a"~, ..”), gdzie a_ # 0,

NN N N NSNS N NS NN NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS NS N N NS N

PoniZzsze rysunki obrazuja "pole sumowania" czyli zbiory par indekséw

uwzglednianych w podwdéjnych sumach. Sg one pomocne do ustalania zakresu

sumowania przy zamianie kolejnogci sum.

n J
kMl o n=k-1+M = k+M ¢ 7
\ //j=n—L =>
\\l=k +M-n
\\ %=j+L
-N + -N-L +
| l | _n
[ [
-L k+M+ N -N k+M+L

11



b=(0~,~ 0~...V 0" bNN bN )
+
L N cyfr —

~ N)
cen N

przy czym kolejne cyfry b mozna wyznaczy¢ ze wzordw:
J

(z lewej strony podano numery cyfr liczby wielomianowej (717,0707...) )

O0: 1=a b = b =a

-N N N -N
-1

1 0 = a = -

-N N+1 -N+1 N N+1 -N -N+1 N

j+N j+N-1 j+N-1
. -1
j: 0= a b = a b +ab > b =-a () a b)

j-n n jn n -N j+N N+j -N j-n n
n=-N n=-N n=-N m]

Z tego widaé, ze jezeli istnieje odwrotnogé a_; pierwszej od lewej
niezerowej cyfry liczby wielomianowej a , to istnieje i jest jedyna
odwrotnogé @_1. Pierwsza niezerowa cyfre nazywaé bedziemy cyfra najbardziej
znaczagcg. Odgrywaé ona bedzie wazng role jeszcze w innych przypadkach.
Konstruktywny dowdd istnienia odwrotnosci zapewnia wykonalno$é dzielenia
w dziedzinie liczb wielomianowych wskazujac przy tym algorytm, ktéry jest

podobny do znanego algorytmu dzielenia zwyklych liczb rzeczywistych.
Przyktad dzielenia:

(~ 1v,=-2~ 27=27...7) (2.8)

(~1v=-17) s (7 1Y 1Y)
- (17 1)
(~-27)
(~=2~-27)
(~ 27
(~ 2~ 27

(7=27)

Zbidr liczb wielomianowych z dzialaniami dodawania i mnozenia jest

cialem. Zbiér ten oznaczad bedziemy dalej krétko LW.

2.2.6. Potega calkowita

Okreglenie iloczynu i odwrotnosci w dziedzinie liczb wielomianowych

pozwala na zdefiniowanie potegi caltkowitej:
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2.2.7. Przestrzen liniowa liczb wielomianowych

W pewnych sytuacjach, na przyklad przy okresglaniu funkcji liczb wielo-
mianowych, rozwazaé bedziemy przestrzen liniowa liczb wielomianowych nad
ciatem K (np. ciatem liczb rzeczywistych lub zespolonych), przy zatozeniu,
ze cyfry a, liczby wielomianowej a z dodawaniem tworza przestrzen nad tym
samym ciatem K.

Def. 2.6.: Niech a« ¢ Ki a= (~ a_MN...N aON, alN...N) e LW

aa=("Caa ~..7aa",xa~..”)
-M 0 1

2.3. Cialo liczb wielomianowych jako rozszerzenie ciala cyfr

Odwzorowanie a, (~ aON) jest izomorfizmem cial, tj. odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym zachowujgcym dzialania dodawania i mnoZenia, jest
teZz izomorfizmem przestrzeni liniowych, o ile a, jest elementem przestrzeni
liniowej. Mozemy wiec utozsamial liczbe wielomianowa postaci (™ aON), ktéra
bedziemy nazywali jednocyfrowa, z cyfrag a, - Ciato liczb wielomianowych

rzeczywistych jest rozszerzeniem ciala cyfr.

Przyktad:
Zgodnie z definicja 2.4. mnoZenia liczb wielomianowych

a b ~".."b"™ b~..")=("a b ~.."a b~ a b"~."7). n
0 -N 0 1 0 -N 0 0

2.4. Liczby wielomianowe wyzszej kategorii

Skoro liczby wielomianowe tworzg cialo, to moga staé sie cyframi naste-
pnego ciala liczb wielomianowych. Zbiér liczb wielomianowych, ktérego cyfry
sg liczbami wielomianowymi o cyfrach z pewnego ustalonego ciala B, nazwiemy
zbiorem liczb wielomianowych drugiej kategorii “Lw. Ogéblnie mozZzna stworzydé
z liczb kategorii (k-1) ciato liczb kategorii k-tej (por. Bellert [3]
$.182). Oczywiscie rzad kategorii rozwazamy w odniesieniu do pewnego ciata
B - uméwmy sie oznaczaé je dalej przez OLW, z ktérego bierzemy cyfry dla
liczb 'LW. Wazna jest przy tym mozliwo$é efektywnego zaprogramowania algo-—
rytméw dziatan dla liczb dowolnej kategorii.

Mozna pokazaé zastosowanie liczb wielomianowych Lw o cyfrach bedacych

zwyklymi liczbami rzeczywistymi (tj. 0LW=R) do rozwigzywania réwnan réz-
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niczkowych zwyczajnych metoda operatorowag. Liczby wielomianowe drugiej
kategorii ‘Lw pozwalajg na przeniesienie rachunku operatorowego na funkcje
dwéch zmiennych.

Dalsze rozwaZania ogranicza sie do liczb wielomianowych pierwszej kate-

gorii.

3. UPORZADKOWANIE CIAXA LICZB WIELOMIANOWYCH, CIAGI I SZEREGI

3.1. Rozwiniecie potegowe liczb wielomianowych

Zauwazmy, ze mnozenie przez (~170~) powoduje przesuniecie cyfr liczby
wielomianowej wzgledem przecinka o jedna pozycje w lewo:
(Y1707}~ a ~..."a,a~a~...")=("a ~..7a~a", a"~.").
-N 0 1 2 -N 0o 1 2
L N+1 cyfr - L N+2 cyfr —
MnoZenie przez (~ 17~ o))" daje przesuniecie cyfr o n pozycji - w lewo, gdy
n > 0, w prawo, gdy n < 0. Definicyjng postaé liczby wielomianowej moZna

wiec utozsamiad z rozwinieciem potegowym:

+
W
=
[

2
O

2
e

+
W

+
W

H’—\
2

—_

2
(@]
2
=
—

+
W)
=
=

2

(@]

2
=
\V)
+
1l

n=-N

Liczba (™ 1~ 0~) pelni tu role analogiczng do tej, jaka pelni podstawa
(zasada) rozwiniecia potegowego zwyklej liczby rzeczywistej. Czynnik
N
)

(¥ 1~ 0~)" mozna wykorzystaé do przedstawienia liczby wielomianowej w tzw.

notac ji naukowej, np.
~ ~ ~ ~ o~y (~ 4~ N
a=("a ~, a a LY (1 o) =
-N -N+1 -N+2

=(~a ~a ~a_ ~.C1 oV it .
-N -N+1 -N+2

Notacja ta jest $cisle zwigzana z komputerowsg implementacjg arytmetyki

liczb rzeczywistych - z arytmetyka zmiennoprzecinkowa.

Rozwinieciem potegowym liczby wielomianowej a przy podstawie (zasadzie)

P nazwiemy wyrazenie:
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o0

_=Za pi=("a ~."a~ a"~.") (3.3)

n -N ¢] 1 P

n=-N

gdzie N jest liczba calkowita.

Przyktady rozwinieé¢ potegowych przy réznych podstawach:

a) (V172737 . . =1("117) %2+ 3 (7 17-17) " = (3.4)
11+ 2 + (C0V, 333 L) = (P11, 373V 3T LLLY)

)2

b) (~7.8707-5%,0.1%) = 7.8 (3+j8)% =5 +0.1 (3+j8)" = -434.0 + j374.4

(3+j8)
(N7.8”O”—5”)0= -5 (3.5)
Zwykle liczby i liczby wielomianowe o takich samych cyfrach i podstawach
sa réwne np.:
c) (N1”8”,7”2”)10= 1-10 +8 +7'1O_1+2'1O_2= 18.72 (3.6)

(170™17,17) = 1.22 + 1 41.27% = 101,1 2

Ze wzgledu na brak przeniesienn reguly dodawania liczb wielomianowych sag
jednak inne niz dla zwykklych liczb, np.:

(~1~8~,772~) + (757,47) = (Y113~ 11v27)
tym nie mniej

18.72 + 5.4 . (3.7)

(M1~137,11727) . = 24.12
10

Wyzej stwierdziliSmy, Ze zbiér liczb wielomianowych jednocyfrowych moZna
utozsamiaé ze zbiorem cyfr. Przedstawione tu przyklady pokazujg inne powia-
zanie liczb wielomianowych ze zwyklymi liczbami , pozwalajace na stosowanie
algorytmdéw opracowanych dla liczb wielomianowych do liczb zwyklych, np.

algorytmdéw obliczania wartosci funkcji.

3.2. Rzad liczby wielomianowej

Def. 3.2. Dowolna liczbe wielomianowg a # (™~ 0%) mozna przedstawié w

postaci

NN N N NS N N NSNS N NS NS N NI NS N NG NI N NG NI NS N NG NS N NG NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS NS N N NS N

2 101,1 zapisane w systemie dwoéjkowym.
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Liczbe catkowitg N nazywamy rzedem liczby wielomianowej a i oznaczamy

rank a . O
Przyktady:
rank (~1.87-3.6~, 2~”) =1; rank (~ 0™, 1.8~ 37) = -1 ™

Pewnym problemem jest przyjecie rzedu liczby (~ 0~). Mozna by ustali¢ go
jako réwny O i wéwczas wszystkie liczby wielomianowe jednocyfrowe (utozsa-
miane ze zbiorem cyfr) bylyby tego samego rzedu. Z drugiej jednak strony
pojecie rzedu moze by¢ uzywane do czesciowego porzadkowania zbioru liczb
wielomianowych i byloby logiczne, aby liczba (~ 0~) miata rzad mniejszy od
rzedu kazdej innej liczby wielomianowej, czyli —~ . Podana wyzZej definicja
nie okresgla rzedu liczby (~ 0V).

Z defnicji rzedu liczby wielomianowej wynika, ze dla a, b # (™ 07)

rank (a + b) = max (rank a, rank b) , gdy rank a #rank b

rank (a + b) < max (rank a, rank b) , gdy rank a =rank b,

rank (a b) = rank a + rank b , (3.8)
rank (a/b) = rank a - rank b ,

Ogéblnie rzad liczby wielomianowej okresla potozenie pierwszej od lewej
niezerowej cyfry wzgledem przecinka i pozwala na czesciowe uporzadkowanie
zbioru LW, pomocne do wyodrebniania podzbioréw, np. dziedzin funkcji oraz
okreélania zbieZnogci szeregdéw liczb wielomianowych. I tak zbiezny bedzie
kazdy szereg liczb wielomianowych, ktérego kolejne elementy majg malejacy

rzad.

3.3. Liczby wielomianowe nieujemne

W celu zdefiniowania zbieznos$ci ciggu i szeregu liczb wielomianowych
wprowadzamy pojecie elementu nieujemnego. Wykorzystamy pojecie przestrzeni
czesciowo uporzadkowane j M* Mikusinskiego. Dla liczb wielomianowych, kté-
rych cyfry sa liczbami rzeczywistymi a=("a ~...”a ™, a~...”), a € R,

>

FURCTREN S .
k=-N,...,0,1,..., definiujemy podzbiér (stozek) elementéw nieujemnych:

az ("0™) e az> 0
oraz modul:

| ~

al = (7 |la
lal = (" la_,

L da T, la 1”7l 7).
lag 1™, la ™)

Nie bedziemy rozwazali rozszerzenia tej definicji na liczby wielomianowe
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z cyframi a, innymi niZz rzeczywiste, gdyz tylko takie wykorzystujemy w
prezentowanych dalej przykladach zastosowan.

*
Sprawdzamy, czy spelnione sg aksjomaty przestrzeni M Mikusiniskiego

(Bittner [51):
1. (70™) = (~0™) ; tak, poniewaz O > O
2.a = (0" ib=("0") = a+ b= (70"); tak, poniewaz
a>0ib=0 = a+bz=20
k k kK k
3.az2(0Mia=20 > wa = (707) ; tak, poniewaz
a>0ia=20 > aa=0
k k
4.2 = (0" i\/ b=z ("0, na < b ,n=,2,... > a=("0"); tak,
poniewaz dla a>>0,b=>0,na<b mamy a=20
k k kK k k

5 ANa Vb ¢z (0", a=c-b; tak, poniewaz
/\ak \/bk, ckzo,ak= c,- bk
Dalsze aksjomaty

az ("0™) = lal = a
lal] = ("0™) = a = (~0™)
la + bl = lal + lbl

© xS0

leal = |l lal

sa réwniez spetnione, co bardzo tatwo wykazad.

3.4. Granica ciagu, suma szeregu

Nadanie zbiorowi LW struktury przestrzeni czesciowo uporzadkowane j M*
Mikusiriskiego pozwala na zdefiniowanie granicy ciggu (por. Bittner [5] str.
139):

Def. 3.3. Méwimy, ze ciag {nx} liczb wielomianowych X jest zbiezny
do granicy x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba wielomianowa
f = (70~), ze dla dowolnego £>0 prawie wszystkie elementy ciggu spelniajg

nieréwnoséé | x - x| < ef , tj.
n
{nx}ex e \/fz(70") Ae>0 \/N(f,e) AN | x - x| < ef

Def. 3.4. Méwimy, Zze szereg ma sume A, czyli

oo k

Z a=4, jeZeli{A=z é}9A
n Kk n

n=0 n=0
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W zwiazku z wprowadzeniem pojecia rzedu liczby wielomianowej wprowadzamy
3 twierdzenia wykorzystywane w dalszej czesci pracy:
Tw. 3.1. Jezeli dla dowolnej liczby calkowitej R znajdziemy element

ciagu, ktérego rzad jest wiekszy od R, to taki cigg jest rozbiezny, tj.
/\R \/ x rank x >R = {x} rozbiezny

n n n
Dw.: Przyjmijmy, Zze jednak granica istnieje i jest réwna x tj.

\£z(70™) Ae>0 \/N(f,e) AN | x - x| < ef

n

Niech R = max(rank f, rank x, rank Ox, ..., rank N&, ). Z zatozenia wiemy,
ze istnieje taki element, ktéry tutaj oznaczymy przez X ze rank X >R.
Oznaczmy S = rank X Przy naszym R musi by¢é k>N, czyli musi zachodzié

Ikx - x| < ef, co jest niemozliwe, poniewaZz przy

przy czym X # 0

(" 0~ x Tl x T, x T

[
[

£=6 0~." f_RN...N fON, le...N)

IA
@]
o

musiatoby bydé Ikxs— o]

Odwracajac twierdzenie widzimy, Ze rzad elementéw ciggu zbieZznego jest

ograniczony z gory.

Tw. 3.2. Cigg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sa ciagi
cyfr na poszczegdlnych pozycjach (por. Bittner [5] str. 141), tj.

{x}t>x = {x }>x ,
n n k k

gdzie
x = ("x "7 x 7, x 7.7, x o= (Tx Y Tox LT
K kK -R Ko k1 -R 0’1
R > max (rank x), k = -R, , 0, 1,
n
n
Dw.:

Niech f = (" f~.." f~, f~..7).

R 0 1

\V£z(0") Ae>0 \/N AN | x - x| <ef <

n

/\k=-R,...,0,1,... \/ka(NON) /\e>0 \/N AN Inxk - xkl <ef o

k
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/\k=-R,...,0,1,... /\sk:sfk>0 \/N /AN Inxk - xkl <€

Tw. 3.3. Szereg Z a , ktérego prawie wszystkie skladniki a majg rzad
n n
n=0

mniejszy od dowolnie wybranej liczby calkowitej jest zbieZny.

Dw
k
Niech A=Z a= ("4 ~..7 A", ~), k=0,1, 2,
K n kK -R 0’ Kk1
n=0
gdzie R > max (rank a), a=(("a ~...7a”™ a™."”). WeZmy pod
n n -R n 0O n 1
n, a#0
n

uwage cigg cyfr stojacych na pozycji r-tej w kA tj. ciag {kA }. Prawie
r
wszystkie wyrazy tego ciggu sa stale, gdyz sa suma skladnikéw, z ktérych
prawie wszystkie sa zerowe, bowiem prawie wszystkie elementy a maja
n

postad:

a=(o0, .."0" a ~ a ~..7
n n r+1 n r+2

T

pozycja r-ta

Ciag {kA} jest wiec zbiezny, gdyz zbieZzne sg ciagi cyfr na poszczegdlnych
pozycjach.

Wniosek:

Jezeli rank a<0 i «a ¢ R, to szereg Z oa’ jest zbiezny niezalez-
n n

n=0
nie od wartosgci liczb o« , gdyz dla dowolnego -r tylko wséréd skoriczonej
n

iloéci r sktadnikéw o 2" , n =0, 1, ...,(r-1) moga wystapié takie, ze
n

n
rank o« a > -r.
n
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4. KALKULATOR LICZB WIELOMIANOWYCH

Poprzedni rozdzial wprowadzil podstawowe pojecia dotyczace liczb wielo-
mianowych. Tutaj znajdg sie uwagi dotyczace implementacji komputerowej
arytmetyki liczb wielomianowych. Zbiér programéw - algorytméw dzialan na
liczbach wielomianowych nazwiemy kalkulatorem liczb wielomianowych. Prak-
tyczne korzystanie z metody liczb wielomianowych polega na uzywaniu kalku-

latora i w zasadzie nie wymaga wnikania w realizacje algorytméw dzialan.

4.1. Cztery podstawowe dzialania, dokladno$¢ obliczen

Oprogramowania dzialai na liczbach wielomianowych bazuje na oprogramo-
waniu arytmetyki ich cyfr, np. arytmetyki zwyklych liczb rzeczywistych czy
zespolonych. Konstrukcja oprogramowania moze przebiegaé¢ podobnie jak dla
zwyklych liczb rzeczywistych, czyli z wykorzystaniem arytmetyki zmienno-
przecinkowej. Liczby przechowuje sie w pamieci jako pare mantysa - cecha,
gdzie mantysa jest ucietym ciggiem cyfr liczby wielomianowe]j, a cecha licz-
bg calkowita. Odpowiada to tzw. notacji naukowej:

a=(C"a~a~a~.” 1 o), (4.1)
[¢] 1 2

przy czym a_ # 0, gdy a # (7 07). Mantysa i cecha liczby a = (™~ 07V) sg
wyzerowane. Réznice miedzy liczba wielomianowsg dokladng a przechowywana w
komputerze nazwijmy btedem uciecia. Oprécz bledu uciecia mamy jeszcze do
czynienia z bledem reprezentacji w komputerze cyfr liczby wielomianowe].
Jezeli na przyklad cyfry te sg liczbami rzeczywistymi, to podczas dzialan

sa zaokraglane do skonczonej ilosci bitéw, co powoduje powstawanie btedu
zaokraglenia. Okazuje sie, ze w praktycznych zastosowaniach metody liczb
wielomianowych wptyw bledu uciecia na wynik koncowy nie jest trudny do
oszacowania. Inaczej przedstawia sie sprawa szacowania wplywu bledu zaokra-
glenia. Jednym ze sposobdéw oceny tego bledu jest ponowne wykonywanie dzia-
tafn odwrotnych w odwrotnej kolejnogci i poréwnywanie wyliczonych w ten
sposéb liczb wielomianowych z tymi, ktére byly danymi wejéciowymi do obli-
czen.

Oprogramowanie dodawania, odejmowania liczb wielomianowych nie nastrecza
zadnych probleméw. Oprogramowanie mnozenia, odwracania i dzielenia moze
przebiegaé w dwu etapach. MoZzna najpierw przygotowad oprogramowanie tych
dzialafi w arytmetyce staloprzecinkowej (czyli dzialania na mantysach), a
potem uzy¢ je do dzialan zmiennoprzecinkowych.

Rozawazmy oprogramowanie mnozenia staloprzecinkowego. Zalézmy, Ze pamie-

tamy w komputerze D+1 cyfr mantysy, to znaczy, ze liczymy z precyzja D+1
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cyfrowg. Dla a=("a ~,a~..."a)ib=(" bON, b ™.~ bD) obliczamy

0 1 D 1
c=( ¢, e c_ ), gdzie
K
c = a b , k=0,1, ..., D (4.2)
k D m k-m
m=0

Liczba ¢ jest réwna z doktadnosSciag D+1 cyfrowsa iloczynowi a b, tzn. D+l
cyfry na pozycjach 0...D liczby ¢ i iloczynu a b sa identyczne. Ogdlnie,

przy rachunkach na liczbach wielomianowych mamy do czynienia z pewnym ko-
rzystnym zjawiskiem - najbardziej znaczace cyfry wyniku dowolnej operacji
dodawania, odejmowania, mnoZenia czy dzielenia nie zmieniajg sie przy zwie-
kszaniu precyzji obliczen D, czyli wyniki otrzymane przy obliczeniach z
precyzja D1 cyfrowag i precyzja D2 cyfrowag maja min(Dl,Dz) cyfr identycz-
nych. Stad jezeli w koficowym wyniku pewnego ciggu rachunkéw wykorzystujemy
tylko skonczonag ilo$é cyfr mantysy nie wiekszg od precyzji obliczen D, to
otrzymujemy wynik identyczny z tym, jaki otrzymalibysmy liczac z precyzjg
nieskoriczenie wielu cyfr, czyli w takim wypadku blad uciecia nie wplywa na
wynik koncowy. Uwaga ta nie dotyczy sytuacji tzw. zlego uwarunkowania w
arytmetyce zmiennoprzecinkowej polegajacego na stracie pewne]j ilogci cyfr
dokladnych przy odejmowaniu liczb "bliskich sobie", czyli sytuacji, gdy

wynik dodawania czy odejmowania liczb tego samego rzedu ma rzad nizszy.
Jednak te sytuacje sa latwe do wykrywania i mozna je uwzgledniaé w kornicowym
wyniku.

Wzér (4.2) podaje sposéb obliczenia D+1 najbardziej znaczacych cyfr
iloczynu a b . Taki sam wzdér wystepuje przy mnozeniu wielomianéw. Wiadomo,
ze jego szybka realizacje zapewnia algorytm FFT. Tak wiec ten algorytm,
ktéry moze byc¢ realizowany sprzetowo, bedzie decydowal o czasie wykonywania
mnozenia. Ten czas determinuje czas wykonywania odwracania i dzielenia (i
innych, jak np. pierwiastkowanie, o czym powiemy dalej) - dzialania te mogg
byé wykonane w czasie proporcjonalnym do czasu mnozenia (Aho, Hopcroft,
Ulman [1] str. 366).

Dowdéd wilasnogci LWS podaje regute dla obliczenia odwrotnosci. Dla a =

( aa. aD) znajdujemy b = ( bo , b1 bD), gdzie

j-1
b=a_1,b.=—b(2a.b), j=1,..,D. (4.3)
¢] ¢] j ¢] j-n n

n=0

Liczba b jest réwna z doktadnosScig D+1 cyfrowag liczbie @_1. Gdybysmy chcie-
li przy odwracaniu wykorzystaé szybkie mnozenie algorytmem FFT, musimy uzyé

innego znanego dla zwyklych liczb i wielomianéw algorytmu, (Aho, Hopcroft,
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Ulman [1]):

<K+1> <K>

B = 2-B +(B

), (4.4)
gdzie B<K> jest K-tym przybliZeniem @_1. Algorytm ten podwaja w kazdym
kroku (K) ilogé cyfr dokltadnych odwrotnosgci, stad korzystne jest przyjmowa-
nie precyzji obliczei D réwnej potedze 2. Startuje sie zgodnie z (4.3) od
B<0>= b =al
0 0

Algorytm (4.4) mozna w przypadku liczb wielomianowych udoskonalié¢ (Kuba-
szek [22]). Zalézmy, ze w K-tym przybliZzeniu B<K> mamy n poczatkowych cyfr
dokladnie réwnych n poczatkowym cyfrom @_1, a dalsze sg wyzerowane. Niech

warto$é startowa

B =(al¥, 070" .7, (4.5a)
Poniewaz przy dodawaniu i mnozeniu cyfra n-ta wyniku nie zalezy od cyfr n+l
i dalszych argumentéw wiec B<K>@ = (¥ 17, 0~ 0~ ...”) z dokladnosgcig do n
cyfr, stad:

r o= B<K>( (NlN) _ B<K>é ) —

=B (*1M - ("1, 070770 ¢~ —c_ ~-c_ ~.7) =
n n+1 n+2
=¥ o0, 0007 0" c e e~ (4.5b)
n n+1 n+2
n-1
gdzie c =—Z B<.K>a , m =n, n+l, ...
m j m-]j
=0 <K>
Gérna granica sumy nie jest m, poniewaz: B =0 dla jzn . Z (4.4) i
J
(4.5) mamy:
1°) B*P= B* dla j = 0, ...,n"1
J J
(4.6)
m
2°) B <= Z B<K>.'C. dla m = n, n+l, ..., 2n-1
m m-] J
j=n

Przyblizenie B<K+1> ma 2n cyfr dokladnie réwnych 2n najbardziej znaczacym

cyfrom a™', za$ obliczenie B wymaga obliczenia tylko n cyfr B* ..

n
B™™ zamiast liczenia 2n cyfr algorytmem (4.4). Korzy$é z tego jest po-

2n-1

dwéjna - dostajemy algorytm dzialajacy szybciej i cyfry sa obliczane do-
ktadniej na skutek wyeliminowania zbednych operacji. Symulacje komputerowe
poréwnujace szybkosé obliczeni i niedokladnogci algorytméw (4.4) i (4.6)

zaprezentowane sg w artykule (Kubaszek [22]).
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4.2. Funkcje

W tym punkcie zostang zaprezentowane algorytmy obliczania funkcji o
wartosciach i argumentach ze zbioru LW. RozwazZzane bedg gléwnie argumenty

rzedu zero, typu x = (¥ x, T x "X, L) x0¢0 . Beda to wiec algorytmy

dla rachunkéw statoprzecinkowych. Rachunki zmiennoprzecinkowe wymagajg
N
)

uwzgledniania liczb typu x (¥ 1~ 0~) , trzeba wiec umieé sobie poradzié

dodatkowo z czynnikiem (™ 17 ON)I\I . Nie zawsze jest to mozliwe, np. nie
mozna obliczyé pierwiastka kwadratowego, gdy N jest nieparzyste. Podkreslié
tu trzeba, Zze algorytmy te nadajg sie dla liczb wielomianowych dowolnych
kategorii, w szczegdlnosci dla °Lw=R. To oznacza, ze mozna je wykorzystad
do obliczania wartogci zwyklych funkcji rzeczywistych. W tym ostatnim wy-
padku cyfry argumentu funkcji powinny by¢ liczbami catkowitymi, a wynik
nalezy traktowaé jako rozwiniecie potegowe o odpowiedniej calkowitej pod-
stawie, np. 10, 2.

We wszystkich ponizej podanych algorytmach zaklada sie mozliwo$é mnoze-

nia liczby wielomianowe]j przez liczby rzeczywiste (def 2.6).

4.2.1 Pierwiastek kwadratowy

Def 4.1. Algebraicznym pierwiastkiem kwadratowym z b nazwiemy takag

liczbe a (a =Vt ), ze a‘=b.

Poniewaz przy a # O rank @2 = 2 rank a , wigc nie istnieje pierwiastek
kwadratowy dla argumentéw, ktérych rzad jest nieparzysty. Istnieje tyle
pierwiastkéw dla argumentu parzystego rzedu, ile pierwiastkéw algebraicz-
nych (w OLW) ma najbardziej znaczaca cyfra argumentu.

Jezeli x’ = x (7 1™ ON)ZN, gdzie x = (~ xON, xlN...N) i x0¢ 0, to

=("a~ a~.”)ia=vVx_ (na
0 1 0 0
podstawie definicji mnozenia). Problem pierwiastkowania sprowadza sie wiec

>

Vx' =a (™17 O”)N, przy czym a =

do obliczenia pierwiastka z mantysy argumentu. MoZna podaé szybki algorytm
pierwiastkowania (znany dla zwyktych liczb), opierajac sie na podobnym

rozumowaniu jak przy odwracaniu liczb. Dla A ~ Vx :

<K+1>_ <K> <K>

A= Vx , A7 T=05-A7+ x /AT,

ktéry réwniez podwaja w kazdym kroku ilogéé cyfr dokladnych wyniku i ktéry

réwniez mozna przy$pieszyé podobnie jak algorytm odwracania.

4.2.2 Funkcja exp()

~ ~ ~ ~

Dla argumentéw x rzedu niedodatniego, czyli dla x = (" x ™, x ™~ x ~...”)

23



funkcje wykladniczg X mozna okredlié¢ za pomocg, szeregu:

Def 4.2 &% Z —X : x =0 albo rank x < 0, (4.8)
i

Dla argumentéw rzedu dodatniego (rank x > 0) szereg ten jest rozbieZzny,
gdyz jako wynik mielibysmy dostaé obiekt o nieskoriczonej ilosci cyfr przed
przecinkiem (rank e* = «), ktéry nie jest liczbg wielomianows.

Tw. 4.1. Szereg (4.8) jest rozbiezny dla argumentu x rzedu dodatniego.
(Twierdzenie jest zgodne z uwaga na str. 190 monografii Mikusiniskiego [30],
niezgodne z uwagsg na str. 533 artykutu Bellerta [4])

Dw.:
k
x" x"
Skorzystamy z tw. 3.1. Mamy rank ﬁ = nrank x oraz rankz ﬁ =
n=0
ok
rank ﬁ = k rank x (por. wzory 3.8). Dla dowolnego R mozemy znaleZé sumy
R+1 xn
czesciowe rzedu wiekszego, np. rankz ﬁ = (R+l1) rank x > R wobec
n=0
rank x > 0. Zatem na podstawie tw. 3.1. szereg (4.8) jest rozbiezny.
i

Tw. 4.2. Szereg (4.8) jest zbiezny dla argumentéw Xx, ktére nie sg rzedu
dodatniego, tj. dla x postaci x = (~ xON, xlN xZN...N) do sumy

y=0y"y "y, "),
gdzie

m
X 1
y,=€0, TZ k v , m=1,2, (4.9)
k=1
Dw.:

1) Dla x = (~ XON) mamy
= Z “n! ”, 0~ 0™...7), czyli y_=e¥o, y =0,
0 m

wiec twierdzenie zachodzi.

2) Dla x = (~ xo”, X1N) = (v xo”) + (¥ 07, X1N) wobec réwnosci
x4 (707, xS xS (oY, x )"
0 1 _ 0 1
). " ) )
n=0 n=0 n=0

(lewa strona réwnosci jest iloczynem Cauchyego szeregéw z prawe]j strony,
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oba szeregi z prawe]j strony sa zbiezne bezwzglednie) mamy:

v =e%0 (v 17, xi/uN xf/zr xf/3!~...~),

czyli
y,=€0 y =yx , ¥, = (yoxl)xl/Z =1/2 Y X

wiec twierdzenie zachodzi.

N) Niech twierdzenie zachodzi dla x = (™ xON, xlN...N XN—1N) tj. niech
X ==y=(Cyy s Yy )
==¥Y= yo’yl yz yN—l yN >
gdzie
m
exo -1 k x, m=1,2
yO - ’ ym - m ym_k k, - L ’
k=1
Sprawdzimy, czy wzdér jest stuszny dla x’ = (¥ xON, xlN...N xN_lN xNN).
: X’_ s ~ 3~ ’~ S o~ y o~ 3~ ~
Niech e~ = y* = ( VAR S SN MR )
N, .o~y —DN o ooy —N
. X+ x (NlNON)_N_ x X'N( 1707) _ x (M1~07)
1 = € N - n| - 1 + 1 1| +
n=0
xi(”l”O”)_ZN
+y 1 +

PoniewaZz wszystkie skladniki, précz pierwszego, réwnego y, maja rzad
mniejszy lub réwny N, wiec pierwsze N cyfr w ¥ i ¥’ sa identyczne, tj.
V=Y Y=V o Y =Y twierdzenie dla tych cyfr pozostaje

stluszne. Wyznaczamy cyfre N-ta w y’:

N-1 N

k x+N x—L k X
ek Xk N Yo T N ek Xk

, 1
k=1 k=1

yN=yN+y0xN= N

czyli dla cyfry yI:I twierdzenie jest sluszne. Sktadnik y X, We wzorze na yI:I

pochodzi od drugiego skladnika we wzorze na y’. Trzeci i dalsze sktadniki

maja rzad mniejszy lub réwny 2N, zatem nie wystepuja we wzorze na

VAR

Indeksy pierwszej sumy koncza sie na N-1, gdyz cyfra na pozycji N-tej w Xx

jest zerowa.
Dalej moZna by sprawdzaé¢ twierdzenie dla cyfr yI:I o yI:I T nie jest
+ +
to jednak konieczne dla dowodu twierdzenia, gdyz zauwazamy, ze:

a) do obliczenia y przy precyzji D-cyfrowej, tj. do obliczenia
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(~ yON, le yZN...N yD_lN) wystarcza argument x uciety do D-1 cyfr po prze-
cinku, tj. (™ xON, xlN xZN...N XD—1N) i nie potrzeba uwzgledniaé cyfr X,

X_ s X,
D+1 D+2
b) pokazali§my, Ze twierdzenie jest prawdziwe dla precyzji 1- i 2-
cyfrowe]j, a z prawdziwosgci przy precyzji N-cyfrowej wynika prawdziwosé dla

precyzji (N+1)-cyfrowej. Zatem twierdzenie jest udowodnione.

Wzér (4.9) wyznacza wynik taki sam, jaki otrzymalibysmy poslugujgc sie
szeregiem (4.8), lecz czas obliczen jest wielokrotne krétszy (dziesigtki
czy setki razy, w zaleznosci od precyzji obliczen). Wzér (4.9) jest analo-
giczny do podanego w monografii Ralstona [35] na str. 181 wzoru na oblicza-
nie wspdtczynnikéw Taylora funkcji zlozonej exp(y(x)). Wspdtczynniki te sg
zwigzane z pewna metoda rozwigzywania réwnan rézniczkowych . Oto inne wzory

przetransponowane z tej monografii:

)|

Iny=x > x =—— |y - %y x |, (4.10)

. k k
cos x =¢ ,sSinx =58 = c = ES x , s = EC x (4.11)

(obliczanie cos x wymaga réwnoczesnego obliczania sin x i na odwrdét)

a 1 }_' (a+1) k-m
m m-k k
0 .
k=1
gdzie a jest liczba rzeczywistg lub zespolona.
W kazdym przypadku zastosowanie tych wzordw wymaga umiejetnosci oblicze-
nia pierwszej cyfry wyniku. Ostatni ze wzordéw pozwala w szczegdlnosci na

obliczenie odwrotnogci ( a = -1 ) lub pierwiastka algebraicznego n — tego

stopnia (a =1/n).
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5. LICZBY WIELOMIANOWE A RACHUNEK OPERATOROW

Rozdzial ten omawia zastosowanie liczb wielomianowych w rachunku opera-
toréw. Liczby wielomianowe moga pelnié role transformat funkcji cigglych
lub dyskretnych. Ulatwienie w postlugiwaniu sie takimi transformatami jest
zwigzane m. in. z tym, ze wszelkie dziatania na nich oraz obliczanie trans-
formaty odwrotnej sg wykonywane na komputerze. Przypomina to jakosciowg
zmiane, jaka uzyskuje sie przy przejsciu od wyszukiwania wartosci funkcji,
np. trygonometrycznych w tablicach matematycznych, do obliczen na kalkula-
torze.

Rozwazania oparte bedg na pracach Bittnera [5] i Bellerta [3], gdzie
rachunek operatoréw wyprowadzony jest w sposéb algebraiczny. Podejscie
prezentowane w tych pracach obejmuje rézne rachunki operatoréw dotyczacych
réwnan rézniczkowych, réznicowych i innych, zwyktych i czastkowych. W do-
datku A przytoczono podstawowe definicje i wzory z podrecznika Bittnera
[5], ktére sg wykorzystywane w dalszych rozwazaniach. Kluczowg role odgrywa
wzér A.12, ktéry wiaze abstrakcyjna pochodng z operatorem Heaviside’a i
pozwala na algebraizacje wspomnianych wyzej réwnan.

Powigzanie liczb wielomianowych z operatorami jest wzorowane na podejs-
ciu przedstawionym w artykule [32] (Novak, Mathis). Nawigzuje takze do arty-

kulu Bellerta [3].

5.1. Mnozenie elementu z przestrzeni wynikéw przez liczbe wielomianows

Niech CO(X,X,S,T,s) bedzie pewnym abstrakcyjnym rachunkiem operatoréw.
Pierwotna T jest w nim endomorfizmem, bo T(X) ¢ X , mozliwe wiec staje sie
wprowadzenie k-tej pochodnej i pierwotnej. Z(X) jest przestrzenig wynikéw,

id
a = TX operatorem Heaviside’a (por. dodatek A).
Zdefiniujemy mnoZenie elementu x € Z(X) przez liczbe wielomianowg

(~1~0™):
(*170™) x == p x

i zalozymy, Ze dzialaniom dodawania i mnoZenia w dziedzinie operatordéw
odpowiadajg dzialania dodawania i mnozenia odpowiadajacych im liczb
wielomianowych. Prowadzi to m.in. do réwnosci (~170~) = p ,(~17) = idX,
(Y0~, 1) = T . Przypisanie p = (¥170~) nie stanowi jedynej mozliwosgci. W
dalszej czedci pracy pokazane bedg inne przyklady.

Operatorowi wielomianowemu (Bellert [3] 2.1.2.) przy p = (7170™)
odpowiadaé bedzie liczba wielomianowa rzedu O z prawie wszystkimi cyframi

réwnymi O:
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W(T)=a0+ a1T+ ..+aT =(("a™~a~."a”~=a, (5.2)

natomiast operatorowi wymiernemu (Bellert [3] 2.1.3.) odpowiadaé bedzie

iloraz takich liczb:

a+aT+ ... +a T (Ya™~ a~..."a ") a
Q(T) _ o0 1 n _ 0 1 n " _ (5.3)
P(T) b+bT+ ...+b T" ("b~, b~.."b ™) b
0 1 m 0 1 m
Liczba wielomianowa rzeczywista odpowiadaé¢ bedzie operatorowi rzeczywis-—
temu, ktéry jest granicag ciggu operatoréw wymiernych (Bellert [3] 2.2.1.):
2,
c=("c ~.."¢c “c ™, c”c”..7)=lim
-N -1 0 1 2
k>0 b
k
a
cx=1lim — x (5.4)
k>0 b
k
5.2. Wlasno$é odwzorowania, transformacja Laplace’a i Z
Zdefiniowanie iloczynu liczb wielomianowych przez elementy przestrzeni
wynikéw, albo inaczej powigzanie liczb wielomianowych z operatorami, pozwa-
la na wprowadzenie pojecia transformaty (Novak, Mathis [32], por. tez
Bellert [3] str. 185, Bittner [5] str. 97). Niech e # O bedzie pewnym usta-
lonym elementem przestrzeni wynikéw EZ(X). Operator A(p) nazwiemy transfor-
matg elementu a € E(X), gdy zachodzi wzér
a = Alp) e . (5.5a)
Analogicznie liczbe wielomianowa A nazwiemy transformatg elementu a z
przestrzeni wynikéw, gdy zachodzi wzoér:
a=Ae, gdzie a € E(X) , A € LW . (5.5b)
Przy p = ("170~) mamy A4 = A( ("170~) ). NiZzej pokazane zostang konkretne
przykltady transformacji.
5.2.1 Transformata Laplace’a-Carsona
0 d t . . .
Dla X = C (0,=), S = a7 T = IO, s = |0 elementem e moze byé funkcja
stata {1}, to jest funkcja o wartodci 1 dla t € (0,=). W przestrzeni
wynikéw mozemy te funkcje zapisaé jako
_ A1}
e =1 (5.6)
X

28



A(p) czy A jest transformata Laplace’a-Carsona elementu a € Z(X), co

zanotujemy A(p) = 4 = fc(a), gdy:

a=Aple_=4de,_ . (5.7)

Na przyktad

fc({l}) =1, (5.8)
bo {1} =1e .
c
Pcity) = —— = (~o~, 17, (5.9)
p
t 1
bo{ty={_1dt} =T{l} = — ¢
0 p cC
(5%10)
_p (M1~ ov) 1 e o 208 .
§€C({exp(oct)}) S —a - (o) - T =) - (M1~ T <L),

d
gf @ = « a, przy a|0— {1,
to jest Sa = «xa, przy sa = e. i po zastosowaniu wzoru (A.12) mamy:

bo a = {explat)} spelnia réwnanie rézniczkowe

pa-pe, =aa, (5.11)
skad
a=pfocec . (5.12)

Wzér (A.12) na n-ta pochodng x w dziedzinie transformat dla X: x = X e.

i p=1(7170") wyraza sie zaleznogcig
"X = (170" X - (*170™)"x(0) - (170" xM0) - L.+
- 170 ™0 (5.13)

bo z (A.12), przy X = X(p) mamy:

n n n n-1

S'x=p X(p) e.~PX~ P X~.=pXxX =

=( p" X(p) - p"x(0)- pn_lx(l)(O)—...— p "0y ) e. - (5.14)
Zauwazmy, ze x, jest funkcja stala: x, = {x(k)(O)} = x(k)(O) . (k)(O)
jest wartoscia k-tej pochodnej w £=0.
5.2.2 Transformata Laplace’a

0 d t . . . .
Dla X = C (0,=), S = a7 T = IO, s = |0 elementem e moze byé wynik nie

bedacy funkcjg z CO(O,OO)
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ey, (5.15)

oo
tj. rozwigzanie réwnania J"; eL(’L')d’L' =1, t e (0,»).

A(p) czy A jest transformata Laplace’a elementu a € Z(X), co zanotujemy

Alp) = A = £(a), gdy:
a=Alp)e =Ae . (5.16)

Na przyktad

P41 = - = (~ o~, 17, (5.17)
p
_ 1 _ 1
bo {1} = Tp{l} = TeL.
2(it)) = LZ = (~ 0%, 0~ 17) , (5.18)
p
t 1 1
bo {t} = {Iold’t} =T {1} = —Zp{l} =—e
p p
Plexplat)}) = ——— = L = (~0~, 17a~a® .. (5.19)
expla = ) T , 1Yo e ), .

bo a = {exp(at)} speilnia réwnanie rézniczkowe S a =« a, przy s a = {1},

to jest psa-= e i po zastosowaniu wzoru (A.12) mamy:

pa-e =aa, (5.20)
skad
a = pE“eL. (5.21)

Wzér (A.12) na n-ta pochodng x w dziedzinie transformat dla X: x = X e i

p = (7170™) wyraza sie zaleZnoscig

n

"X = (170" X - (170" 'x(0) - (170" Ax(0) + (5.22)
_ _ x(n—l)(o) ,
bo z (A.12), przy X = X(p) mamy:
n n n n-1
S'x=p X(p) e ~pPX~ P X~.=pXxX =
=( p" X(p) - p"x(0)- P AP 0)-...- x"P(o)) e (5.23)
(k) (k) (k)

jako ze p x_= p (x"(0)} = x®0) p <1} = x*(0) e, gdzie x*(0)
jest wartoscia k-tej pochodnej w £=0.

Wzory (5.22) i (5.23) mogg stuzyé do wyznaczania transformaty funkcji
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podobnie jak (A.12).
Na przyktad

funkcja a = {sin t} spelnia réwnanie rézniczkowe i warunki poczatkowe:

S’a=-a, sin0= 0, sin”o =1 , (5.24)

co po zastosowaniu (5.23) daje wzdér dla transformaty Laplace’a A(p) = £(a):

p°A(p) - p 0 - 1= -A(p) , (5.25)
skad
1
Alp) = ——— (5.26)
2
p+1

i analogicznie z (5.22) dla A = £(a):

(~*170~)%4 - (*"170™)-0 - 1= -4 , (5.27)
skad
1 1 L
A= - = = (~0~,~0~1~0~-1~0~1". ) . (5.28)
(~170™)% + 1 (~170~1~)

Rozwazymy teraz najprostszy sposéb wyznaczenia transformaty odwrotnej
(nazywanej dalej krétko retransformata). Dla danej transformaty Laplace’a

X=("0", X~ X~ X"~."~) szukamy
1 T2 T3
x=Xe . (5.29)
o oy -1 -2 -3
Pl"zyp=(10)mamyX=X1p +X2p +X3p + ..., skad
-1 -2 -3
x = le eL+X2p eL+X3p eL+... =

= X b+ X SO+ x HHy ¢ . = (5.30)
1 2 0 3 0

2
=X DX (B X o,
czyli rozwiazanie dane jest w postaci szeregu Taylora. Trzeba tu zauwazyd,
ze retransformate obliczano dla liczby X rzedu -1, co przy transformacie
Laplace’a danej w postaci funkcji wymiernej odpowiada przypadkowi, gdy
stopienl licznika jest mniejszy od mianownika.
W dalszych rozdzialach rozwaZzane bedg ogdlniejsze szeregi, ktérych

szczegblnym przypadkiem jest powyzszy szereg Taylora. Dyskutowane beda tez

bledy spowodowane ucieciem szeregu i zaokraglaniem wspdlczynnikéw oraz

rozszerzenie rozwigzan na funkcje przedzialami ciggle (a doktadniej prze-
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dziatami rozwijalne w szereg).

5.2.3 Transformata Z

Rozwazmy przestrzeri ciggéw liczbowych X = C(N), przy pochodnej S jako
operacji przesuniecia w lewo i pierwotnej T - operacji przesuniecia w prawo

(patrz przykltad 2 rachunku operatoréw), to jest:

SAx ,x,x ,...} {x,x ,x ,...}
07172 1’72’73

T {x ,x,x ,...} {0,x ,x,...} (5.31)
07172 0’71

s {x ,x,x ,...} = {x,0,0,0,...} .
07172 0

Zdefiniujemy transformacje wedlug wzordw (5.5) przy p = (~170~). Niech

elementem e bedzie ciag
e = {1,0,0,...} (5.32)

A(p) czy A nazwiemy transformatg Z elementu a € Z(X), co zanotujemy

Alp) = A = Z(a), gdy:
a=Alp)e =Ae (5.33)

Zwiazek pomiedzy cyframi Z-transformaty A a elementami ciggu a jest bardzo
prosty. Otéz przy definicjach (5.31), aby stworzy¢ jednoelementowy cigg z
liczbag a, umieszczong na k-tej pozycji ciagu, wystarczy ciag e, (5.32)

przesungé k razy w prawo i pomnozy¢ przez a,

{0,0,...,0,a ,0,0,...} = a T(1,0,0,...} = a p ‘e (5.34)
k k k Z

Dowolny cigg a jest superpozycja ciggédw jednoelementowych:

= {aO,O,O,...} + {O,al,0,0,...} + + {O,O,aZ,O,...} + ... =

—ae +aple +aple + =

T %z P &y P et =

= (a +apl+ap’s e = (5.35a)
= o P ,P e, = .

= (a +aC10M) " + 2 (170 P+ L) e =
0 1 2 z
=("a™ a~a”~ ..")e |, (5.35b)

skad wynikaja wzory na transformate Z ciagu a = {ao, a, a, a,...rn
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-1 -2
Alp) = a tap +ap”+tap + .. (5.36a)
A=(("a~ a~a™~a"."”) . (5.36b)

Kolejne cyfry liczby wielomianowej A = Z(a), ktéra jest Z-transformatg

ciggu a, sg wiec po prostu kolejnymi elementami ciggu.

5.3. Transformata Laplace’a w réwnaniach rézniczkowych czastkowych

Mozna przyjaé inne powiazanie operatora p z liczba wielomianowg niz
p = ("170~) jak w (5.1). I tak na przyklad w przypadku rozwaZania liniowych
réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu n konieczne bedzie powigzanie p z
v-tg potega (~170™) (Mikusiniski [30] str. 305), gdzie v jest liczba natural-

ng i v=n:

. (5.37)
p = ("1707)
Wzér na n-tg pochodng przy e =p {1} ma postad
' x = 170" x - 170" " Vy(0) - 170V W0y 4
N O (5.38)
co wynika wprost ze wzoru (5.23). Cyfry X liczby X = (NXON, XZNXgN...N) sg
n
wspdtczynnikami rozwiniecia transformaty Laplace’a w szereg poteg pl/v-
o0
1/v,-
X(p)= L X (p'"". (5.39)
n=o

Przyjecie p = (¥170~) uniemozliwitloby uwzglednienie w rozwiazaniach
szeregdw typu (5.39), gdyz pierwiastek v-ty z (¥170~) nie istnieje dla
v=2 3, ....

5.4. Transformaty - liczby wielomianowe a transformaty - funkcje zespolone

Transformaty omawiane w tym rozdziale sa liczbami wielomianowymi. Ist-
nieje <$cisty zwigzek miedzy tymi transformatami a transformatami w postaci
funkcji zmiennej zespolonej, np. transformata Laplace’a czy Z. Liczby wie-
lomianowe odpowiadajg rozwinieciu w szeregi takiej funkcji. Na przyklad dla
p = (7170™) cyfry liczby wielomianowej sg réwne wspdlczynnikom rozwiniecia
asymptotycznego funkcji zmiennej zespolonej F(p) (por. wzdér 3.3). Rézne
transformacje w dziedzine liczb wielomianowych pokazuja mozliwosé wykorzys—
tywania tego samego kalkulatora liczb wielomianowych do rozwigzywania réz-

nego rodzaju réwnan rézniczkowych i réznicowych.
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6. TRANSFORMATA Z W ROWNANIACH ROZNICZKOWYCH

Transformata Z jest uzyteczna przy rozwigzywaniu réwnan réznicowych w
przestrzeni ciggéw. Czesto réwnania te powstajg z odpowiedniego przyblize-
nia réwnan rézniczkowych, np. poprzez przyblizenie pochodnych ciggtych
ilorazami réznicowymi dla ciggdéw prdébek. Przejscie od réwnan rézniczkowych
do réznicowych w przypadku liczb wielomianowych moze by¢é wykonane automa-
tycznie i moze uwzgledniaé¢ rézne numeryczne metody obliczania pochodnej czy

calki.

6.1. PrzybliZzone rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Rozwazmy przestrzen X = CO(O,OO) (moZna przyjaé szersza przestrzen
funkcji przedziatami ciaglych, co bedzie pokazane w czeéci aplikacyjnej),

pochodng S = it , pierwotng T = J”;, i warunek poczgtkowy s = |0, ktéry

d
funkcje x = {x(t)} przeksztalca na funkcjg stala s x = {x(0)}. Ustalmy
powiazanie przestrzeni X funkcji cigglych z przestrzenig C(N) ciggéw prdébek

funkcji:
{x_ }={x(nh)}, {x(t)}e c%0,), { X }eCN), heR, (6.1)

przy czym h jest krokiem prébkowania. Powigzanie to bedzie wzajemnie
jednoznaczne, gdy spelnione bedzie twierdzenie o prébkowaniu.

Niech F(p) bedzie transformatg Laplace’a3) funkcji x(t), tj.:
x(t) = F(p) e. = F(p) p {1} (6.2)

(por. 5.17), {1} jest funkcja stalg o wartogci 1, p = 1/Ig .

Przeksztalcenie Z dotyczy przestrzeni ciagéw, gdzie operator p jest
odwrotnodcig innej pierwotnej. Pierwotna jest tu operacja przesuniecia
wyrazéw ciggu w prawo (5.31). Dla ciggu { x } mamy Z-transformate X(p)
spetniajaca zaleznoscé:

{xn} = X(p) e, = X e, = X {1,0,0,...} (6.3)

(por. 5.33), przy czym

NN N N NS N N NS NS N NI NS N NI NS N NG NS N N NI NS N NG NS N NG NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS NS N N NS N

) Ze wgledu na tradycje skupimy tu uwage na transformacie Laplace’a, chod
rozwazanie transformaty Laplace’a-Carsona jest tu réwniez mozliwe, a nawet
bardziej naturalne, ze wzgledu na zwigzek (A.12) pomiedzy operatorem

Heaviside’a a pochodna.
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a po podstawieniu p = (~1707)

Zagadnienie obliczania ciggu prdébek rozwigzania réwnania rdézniczkowego
postawione bedzie nastepujaco:
Dana jest transformata Laplace’a F(p) rozwigzania x(t) réwnania rézniczko-
wego, spelniajaca (6.2). Transformata ta wynika wprost z réwnania réznicz-
kowego i warunkéw poczatkowych, traktujemy ja jako przeksztalcong forme
zapisu tego réwnania (por. 5.20, 5.21 oraz 5.24, 5.25, 5.26). Poszukujemy
zaleznoéci pomiedzy F(p), a Z-transformata (6.5), ktérej cyfry sg prébkami
funkcji x(t), przy kroku prébkowania h, jak w (6.1).

Odpowiednikiem operatora p = 1/Ig z przestrzeni funkcji ciaglych bedzie
w przestrzeni ciggéw operator, ktéry jest odwrotnogcig operacji przyblizo-
nego calkowania. Oznaczmy go przez p, - Przyklady operatora P, rozwazone
bedg w dalszej czeéci pracy. Odpowiednikiem ciaglej funkcji statej {1} jest

na podstawie (6.1) cigg jedynek, ktéry na mocy (6.3) mozna zapisad
{1, 1,1, .0 =17, 171~ ...7M){1, O, O, ...},

tak wiec transformata Z tego ciggu

(Y17, 1717 ) =1+ (P07, 17) + (0™, 1) 8+ L. =

1 1 4)
1= (707, 17) (7 17,-17)

Z (6.2) znajdujemy przyblizona zalezno$¢ na cigg prébek funkcji x(t):
{x }=Axnhh) y 2 Fp)p {1, 1,1, ...} =
n z z

=Flp)p_ (17,171~ ..7){1, 0, 0, ...} =

by

{1, 0, 0, ...} .
(~1~,-17)

Tak wigc na podstawie (6.3) transformata Z ciggu { x }
n

NN N N NS N N NS NS N NI NS N NI NS N NG NS N N NI NS N NG NS N NG NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS NS N N NS N

Przy obliczeniach na komputerze korzysta sie z liczb wielomianowych w
postaci rozwinietej. Przejscie do liczby wielomianowej wymiernej ma na celu
utatwienie poréwnania ze znanymi transformatami Z w postaci funkcji

wymiernej zmiennej zespolonej.
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przy czym kolejne cyfry X to przyblizone x , czyli przyblizone kolejne
n
prébki x(nh). Niedokladno$ci wynikajg z przybliZonego algorytmu calkowania,

od ktérego zalezy p_. PokaZzemy teraz rézne przyklady operatora p_.
6.2. Calkowanie metoda prostokatéw

Niech dwie funkcje ciagle a, b CO(O,OO) beda zwigzane zaleZnoscia:

b=Ja,tojest (b)) ={J alx)dr) (6.10)
i niech { a } bedzie ciggiem prébek funkcji a w momentach czasu kh:

{ a, } =+ alkh) } . (6.11)

Ciag A bk } przyblizen prébek funkcji b wyznaczymy sumujac prostokaty o

podstawach h i wysokosciach a jak na rys. 6.1
n

k
b=ha,b=ha0+ha,...,b=h2a. (6.12)

t/h Rys. 6.1 Pole do obliczania

wspdlczynnika bk

Zaleznoséé (6.12) daje zwigzek pomiedzy transformatami Z ciggéw. Dla

a=2{a H=0ma~ a~a”~..”)
Kk 0 1 %2
(6.13)
b=Z{b N =Cb"~ b~ b~ ..7)
Kk 1 2
mamy
e e e 1
b=h ("1, 1"1"..")a=h — a . (6.14)
(~ 1v,-1™)

Pierwsza réwno$¢ uzasadnia rys. 6.2, drugg wzdér (6.7).
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X a , a a a
0 1 2 3
~ g~ a ~ a ~ a ~
0 0 0 0
~ a ~ a ~ a ~
1 1 1
~ g o~ g~
2 2
~ a ™, a +ta Ta +a +a ~... Rys. 6.2 Mnozenie
0 01 0 1 2
Operator
~ g~ A qe 1
h (™17, 1 1”.")=h —— (6.15)
(N 1N,_1N)

odpowiada operatorowi Ig z przestrzeni funkcji ciaglych. Jego odwrotnosé

b, = ! =L (6.16)

‘ ~1~, 171~ DB

jest odpowiednikiem operatora p = 1/Ig z przestrzeni funkcji ciaglych i
jego przyblizeniem wedtug algorytmu prostokatéw.
Dla p, jak w (6.16) wzdér (6.9) na przejécie od transformaty Laplace’a

F(p) do transformaty Z przyjmuje postac:

~ p, 1
X = F(pz) —_— = F(pz) - (6.17)
(~1~,-17)
6.3. Calkowanie metoda trapezéw
Rozwazmy znowu funkcje ciagle a, b spelniajace (6.10) i ciag prdébek
{ a, } jak w (6.11). Ciag A bk } przyblizerd prébek funkcji b wyznaczymy
sumujac trapezy wyznaczane przez kolejne punkty a ) i a (zakladajac
n- n
a = 0) jak na rys. 6.3. Suma pél trapezéw jest réwna sumie pdl prostoka-
téw zaznaczonych na rys. 6.3 przerywang linia.
a, /az\
/N
1
/ i
%
' } } } | t/h Rys. 6.3 Pole do obliczania
0 1 2 3 4 5

wspdlczynnika bk
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Zaleznos$é (6.18) daje zwigzek pomiedzy transformatami Z ciggéw

jak w (6.13)

b=h(~05~ 1"1"..%)a=h((*1°,1°1°...7) -05) a =
—h(— 1 _05)ga-= Z 2 - | 1’_1)g=
(~ 17,-17) (~ 17,-17)
_ h (717, 1)
2 (v 1 -1y

Pierwsza réwnoéé¢ uzasadnia rys. 6.4.

~ 1 ~ ~ ~
= , 1 1 1
2
X ~a ~ ,a 7 a ~ a ~
0 1 2 3
~ 1 ~ ~ ~ ~
= a a a a
2 0 10 0 0
R
2 1 1 1
~ 1 ~ ~
— a a
2 2 2

Odwrotno$é wspdtczynnika stojacego przy a daje operator

p, = i (T 17,17 i (1~,-2~ 27=2~ 2~..) ,
(~1~, 17)

Rys. 6.4.

(6.18)

oznaczonych

(6.19)

Mnozenie

(6.20)

ktéry jest odpowiednikiem operatora p = 1/Ig z przestrzeni funkcji ciaglych

i jego przyblizeniem wedlug algorytmu trapezdéw.

Dla p, jak w (6.20) wzér (6.9) na przejscie od transformaty Laplace’a

F(p) do transformaty Z przyjmuje postac:

6.4. Algorytmy rdézniczkowania numerycznego a P,

Wzory na P, mozna wyprowadzié wychodzac od algorytmdéw numerycznego

obliczania pochodnej. Wynika to stad, Zze przy warunkach poczgtkowych

zerowych wzér Taylora (A.12) upraszcza sie do postaci
S"x = pnx ,
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czyli P ktére jest numerycznym odpowiednikiem p = 1/Ig , moze byé wyzna-
d

Sdt

Rozwazmy dwie liczby wielomianowe a i b, ktére sg transformatami Z cig-

czone z algorytmu numerycznego obliczania S =

géw jak w (6.13), ktérych elementy to prébki funkcji ciggltych a i b. Niech

a=-% b, b =10 . (6.22)
t 0

Na podstawie (6.21) mozemy napisaé dla transformat ciggu prébek funkcji a i
b spetniajacych (6.22):
a=p b, (6.23)

z

gdzie P, jest operatorem numerycznego obliczania pochodnej.

Na przyktad ciag prdébek {ak} mozemy przyblizyé ilorazami réznicowymi:

a = ——— , b =0, (6.24)

co prowadzi do zaleznosgci

(~a”~ a”~a”™ N)=L(Nb”,b—b”b—b” ~)
0 1 2 h 1 0 2 1
1 (6.25)
é = T ( 1 ,_1 ) Q >
bo mnozZenie przez (~ 17,-17) jest operatorem réznicowania co ilustruje
rys. 6.5.
~ b Y,b Y b Y b~
0 1 2 3
X ~1o Y, -1
~ b Y b Y b Y b~
0 1 2 3
Y -b Y -b Y -b_~
0 1 2
Y b ~Y,b-b "~ -b " -b "~ ... Rys.6.5. Mnozenie przez ("17,-17)
0 1 0 2 1 3 2
Stad otrzymujemy dla P, wzér taki sam jaki uzyskaliémy rozwazajac przybli-
zone calkowanie metoda prostokatéw (6.16)

1 (~ 17,-17) (6.26)
p,=—=— , . .
Przyblizajac $rednig arytmetyczna sasiednich elementéw ciagu {ak}

ilorazami réznicowymi elementéw ciggu:
a2, b by
5 = 7 , a = 0, b_1:= 0 (6.27)
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dostajemy zaleznosgé

L(”a”,a+a”a+a~ N)=L(NbN,b—bNb—bN ~)
2 0 1 0 2 1 h 1 0 2 1
L mas-L v 1ram s €29
2 > «&L = h > 4
a- i (v 17,17
(~1~, 1)

Stad dostajemy wzér dla P, taki, jak we wzorze (6.20) uzyskanym z calkowania

algorytmem trapezéw.

(v 17,-17)

b, = i (6.29)
(~ 1, 1)

6.5. P, Jjako przyblizenie funkcji In

W zbiorze transformat Z liczba wielomianowa (~1~0™) jest operatorem
przesuniecia ciggu o jedng pozycje w lewo. Odpowiadajagcym mu operatorem w
zbiorze transformat Laplace’a jest exp(h p), gdzie h jest krokiem prébkowa-
nia funkcji, ktéry zatozono podczas tworzenia ciggu dla transformaty Z, a
p = 1/Ig jest operatorem Heaviside’a. Na tej podstawie moZzemy napisaé za-
lezno$é dla przyblizonego operatora Heaviside’a w dziedzinie transformat Z:

(*170~) = expth p ) , (6.30)
skad

=L 1o (6.31)

p, = & . .

Rozwazmy rozklad funkcji logarytmicznej na ulamek laricuchowy:
_z-1 z-1 z-1 4(z-1) 4(z-1) 9(z-1)

1nz—1+2+3+ s = e+ (6.32)
Ucinajac utamek lancuchowy do skorniczonej ilogci cztonéw dostajemy funkcje
wymierng, ktéra pozwala nam wyznaczyé przyblizone p, ze wzoru (6.31). Na
przyktad pierwsza aproksymanta ze wzoru (6.32) daje

1 ety o (7 17=17)
pZ—Tln(lo)—f (6.33)

i otrzymujemy P, jak w (6.16), gdzie rozwazano calkowanie metoda prostokatéw.

Druga aproksymanta daje

1 e 1 2 (% 17-17)
pZ—Tln(lo)

_ 2 (11
h 2+ (717-17)  h (17 1Y)

IR

(6.34)

czyli wzér identyczny jak wzér (6.20), ktéry powstatl na bazie algorytmu

trapezéw.
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7. PRZYKEADY ANALIZY CZASOWEJ OBWODOW SKUPIONYCH
METODA LICZB WIELOMIANOWYCH

Rozdzial ten rozpoczyna czeéé aplikacyjna pracy w odniesieniu do elek-
trotechniki. Przedstawione w nim beda proste przyklady analizy liniowych
obwoddéw skupionych metoda liczb wielomianowych. Przyktady te zilustrujg

réwniez dyskusje bledéw metody.

7.1. Obwéd RLC

Na jprostszag ilustracja zastosowania metody liczb wielomianowych moze bydé

analiza stanu nieustalonego w obwodzie RLC jak na rys. 7.1.

L .
LR A

o L

C
RN T

Rys. 7.1. Obwdéd RLC.

Impedancja operatorowa obwodu, przy p = 1/Ig , jest dana wzorem
Z(p) =L p+R+C'pt. (7.1)

Obliczymy prad w obwodzie po zataczeniu napiecia stalego o wartosci 4,
wykorzystujac przeksztalcenie Laplace’a i przeksztalcenie Z.

Transformata Laplace’a napiecia u={A} jest, zgodnie z (5.17), dana wzorem
Lu) =Ulp) =Ap . (7.2)

Dla prostoty zalézmy zerowe warunki poczatkowe. Transformata pradu w obwo-

dzie jest wéwczas dana wzorem:

Po podstawieniu p = (~170™) jak w (5.1) przechodzimy w dziedzing liczb

wielomianowych, otrzymujac:

Up) =U= ("0~ A, Zlp)=Z=(" L~ R, C”) (7.4)
oraz
U
I=—". (7.5a)
Z

Stad wyznacza sie funkcje czasowa pradu w postaci szeregu (5.30). Wylicza-
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jac z (5.30) wartodci pradu dla kolejnych, wybieranych dowolnie gesto war-

togci czasu t, dostajemy przebieg przedstawiony na rys. 7.2 linig ciagla.

W przypadku niezerowych warunkéw poczatkowych wzér dla pradu przyjmie

postad

Rys. 7.2. Prad w obwodzie RLC po zataczeniu napiecia statego o wartosci

U+ ("L i(0)7, -u (0)7)
Z
12 1
10
) 1
] 1
) ]

przekszt. Laplace'a

p. Z,
alg.prostokgtow

p. Z, alg.trapezéw

-6 t s

A=10V; R=0.3Q, L=0.2H, C=0.4F; h=0.1 (dotyczy przeksztalcenia Z)

Obliczenia transformaty Z pradu, czyli liczby wielomianowej, ktérej
kolejne cyfry to przyblizenia kolejnych prébek funkcji czasowe]j pradu,

przeprowadzaé mozna z zastosowaniem wzoru (6.9):

gdzie I(.) jest transformatag Laplace’a pradu jak we wzorze (7.3). Podkres-
li¢ tu nalezy, Ze obliczenia z wykorzystaniem przeksztalcenia Z przebiegaja
tak samo jak z wykorzystaniem przeksztalcenia Laplace’a, zmienia sie tylko
liczba wielomianowa podstawiana za p we wzorze (7.3). Zamiast podstawienia
p = (71707™), ktére zastosowano we wzorze (7.4), podstawia sie P, jak we

wzorze (6.16), albo jak we wzorze (6.20) czy ogdlnie operator bedacy od-

Py

(~1~,-17)

(7.5b)

wrotnosgcig operacji calkowania numerycznego. Na przyklad po podstawieniu P,

jak we wzorze (6.16), to jest P, zwigzanego z algorytmem prostokatéw, przy

parametrach jak na rys. 7.2 otrzymujemy kolejno nastepujgce liczby wielo-

mianowe:

p

z

= (v~ 10, -10™) ,
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-1

U=4ap =117 17,
Z=Lp, +R+C'p = (255, -1.757 0.25" 0.25"...7) ,
I=U/Z-=("039 066" 0.8~ 0.84"...%) ,
pZ
I =1 = (~ 3.927, 6.61~ 8.08 8.43"...~)
z (~ 17,-17)

Na rys. 7.2 punkty zaznaczone kwadratami sa cyframi lz’ przy p, zwiazanym z

algorytmem prostokatédw, a punkty oznaczone rombami przy P, zZwiazanym z

algorytmem trapezéw.

Cigg prébek pradu wyznaczony za pomoca przeksztatcenia Z jest przesunie-

ty w lewo w stosunku do rozwigzania dokladnego, o okolo 0.5-h. Przesuniecie
to jest zwigzane ze sposobem prébkowania funkcji w miejscu niecigglosci.
Wyniki zaprezentowane na rys. 7.2 otrzymano, zaktadajgc ciag prébek napie-
cia u jak na rys. 7.3a. Taki cigg jest powszechnie przyjmowany w literatu-

rze jako dyskretna funkcja skoku.
a) u/A b) u/A c) u/A

t/h t/h t/h
2 -1 0 1 2 3 2 -1 0 1 2 3 2 -1 0 1 2 3

Rys. 7.3. Prébkowanie wymuszenia.

Zatozenie, Ze prébka sygnalu w punkcie nieciggloséci jest $rednia arytme-
tyczna granic lewo- i prawostronnej, prowadzi do ciagu prébek jak na rys.
7.3b. Wyniki dla takiego ciagu prébek napiecia wymuszajgcego u przedstawio-
no na rys. 7.4. Widaé, Ze przesuniecie rozwigzania zostalo zlikwidowane.
Cigg prébek z rys. 7.3a mdéglby reprezentowad funkcje z punktem niecigglogci
w t =-0.5 h, jak to zilustrowano na rys. 7.3c, co tlumaczy przesuniecie
rozwigzan na rys. 7.2 o 0.5 h w lewo. Przyjecie zasady, ze w punkcie nie-
cigglosci wstawiamy $rednig arytmetyczna granicy lewo- i prawostronnej,
powoduje réwniez poprawe doktadnosci w otoczeniu punktu niecigglogci roz-
wigzania. Rozwazmy na przyktad prad w obwodzie RC po zalgczeniu napiecia
statego. Mamy tu punkt niecigglosci w £t = 0. Rys 7.5a i 7.5b przedstawiajg
odpowiedzi pradowe dla prdébek napiecia wymuszajacego odpowiednio jak na

rys. 7.3a i 7.3b. Na rys. 7.5a wida¢ charakterystyczne przesuniecie o 0.5h

w lewo. Na rys. 7.5b widaé poprawe doktadnosci rozwiazania, a wartosé pier-

wszej prébki pradu odpowiada w przyblizeniu éredniej arytmetycznej granic

lewo- i prawostronnej].
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12 1 — przekszt.
Laplace'a

O p. Z,
alg.prostokgtow

< p. Z, alg.trapezéw

émﬁ O
2 %3?&5 4

t,s

Rys. 7.4. Prad w obwodzie RLC; parametry jak na rys. 7.2, wymuszenie jak
na rys. 7.3b, tj. u(0) = 0.5 u(0+) (zmiana dotyczy tylko przeksztalcenia Z)

7.2. Dyskusja bledéw

Rozwazajac problem dokladnosci obliczen metodg liczb wielomianowych
nalezy rozwazy¢ wplyw na wynik konicowy btedéw modelu, metody i wymienionych
w rozdziale 4.1 bledéw uciecia i zaokraglenia.

Wymieniony wyzej blad modelu, wystepujacy przy modelowaniu matematycznym
zagadnienl fizycznych lezy poza zasiegiem metody liczb wielomianowych i nie
bedzie tutaj szerzej rozwazany.

W obliczeniach opartych na przeksztalceniu Z na wynik wptywa btad meto-
dy, ktéry powstaje na etapie przyblizania operatora Heaviside’a operatorem
p, na podstawie algorytmu calkowania lub rézniczkowania numerycznego. Blad
metody mozZna zmniejszaé, zmniejszajac krok prébkowania h. Z drugiej strony,
przy ustalone]j ilogci cyfr mantysy liczby wielomianowej, maly krok h powo-
duje zawezenie horyzontu czasowego, dla ktérego oblicza sie rozwiazanie. W
ten wlasnie sposéb zaznacza sie wpityw bledu uciecia na wynik. Wreszcie przy
bardzo malym kroku h moze dochodzié¢ do utraty dokladnosgci, gdyz wtedy wys-—
tepuje czeste odejmowanie liczb rzeczywistych mato réznigcych sie, co moze

potegowalé wplyw bledu zaokraglenia na blad catkowity.
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przekszt. Laplace'a
8 i 5 p.Z )
alg.prostokgtow
6 1 <& p. Z, alg.trapezéw
<
— .l
21
0
0 1 2 3
t,s

Rys. 7.5a. Prad w obwodzie RC po zalgczeniu napiecia jak na rys. 7.3a,

A=10V; R=1Q, C=0.4F;

10 + przekszt. Laplace'a
O p. Z,
alg.prostokagtow

~0.5i(0+) p. Z, alg.trapezéw

t, s

Rys. 7.5b. Prad w obwodzie RC po zalgczeniu napiecia jak na rys. 7.3b,
A=10V; R=IQ, C=0.4F;

W obliczeniach opartych na przeksztalceniu Laplace’a nie wystepuje blad
metody. Na blad catkowity wplywa gléwnie blad, ktéry pojawia sie podczas
obliczania sumy szeregu typu (5.30) wynikajacy z bledu uciecia i zaokragle-
nia. Charakterystyczne dla typowych przebiegédw czasowych otrzymywanych ta
metodg jest bardzo maty blad catkowity dla poczatkowej fazy przebiegu i
bardzo gwaltownie narastajgca utrata doktadnosci poczynajac jakby od pewne-
go momentu czasowego, co mozna zaobserwowal na rys. 7.6. Obliczanie odpo-
wiedzi czasowej polega na wyznaczaniu sumy szeregu typu (5.30) w kolejnych

chwilach czasu, przy czym ilo$¢ skladnikéw szeregu jest ucieta do ilogci
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. ¥ — przekszt.
| Laplace'a
0,05 | - o p.z
| ; alg.prostokagtow
T 0 <& p. Z,
1 0 alg.trapezow
< ]
T 0
2
-0,05 + t,s

Rys. 7.6. Powiekszony fragment przebiegéw jak na rys. 7.5b

cyfr mantysy liczby wielomianowe]j. Suma jest wiec obarczona bledem uciecia.
Dodatkowo poszczegdlne skladniki szeregu moga osiagalé duze wartosci w sto-
sunku do sumy koricowej i na blad calkowity wpilywa wtedy znaczaco blad zao-
kraglenia liczb rzeczywistych. Elementy wplywajace na blad obliczania sumy
szeregu w konkretnym punkcie czasu ilustruje rys. 7.7. Jest to przykladowy
uktad skltadnikéw otrzymywany w przypadku, gdy obliczane sg punkty przebiegu
typu wykladniczego. W bardziej skomplikowanych przypadkach dostaje sie
"mgte" skladnikéw a, zawartych w obszarze otoczonym obwiednig o ksztalcie
podobnym do przedstawionego na rys. 7.7. Wyznaczenie wartosci maksymalnej i
wartosci w miejscu uciecia dla takiej obwiedni pozwala na oszacowanie btedu
sumy szeregu wynikajgcego odpowiednio z bledu zaokragglenia i bledu uciecia.
Tak wiec algorytmy obliczajace warto$ci na podstawie szeregu typu (5.30)
moga wyznaczadé nie tylko przyblizona warto$é sumy, ale réwniez oszacowanie
jej niedokladnosci. Co wiecej, poniewaz obwiednia sktadnikéw szeregu zalezy
od obwiedni kolejnych cyfr liczby wielomianowej, mozna na wstepie obliczen
oszacowalé wartoéé czasu t, dla ktérego blagd wyznaczanej sumy szeregu bedzie

wiekszy od zadanego.

an - max. a,,
°
® °
b uciecie LW
b °
° ° /
° n
———— .W—{
° . ° Rys. 7.7. Sktadniki szeregu
° ° przy obliczaniu wartosci
° o d przebiegu w konkretnym
punkcie czasowym.
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Z przeprowadzonego rozwazania dla bledéw obliczerl opartych na przek-
sztalceniu Laplace’a wynika, Zze metoda ta przy zadanym poziomie bledu poz-
wala na uzyskanie rozwigzania w ograniczonym zakresie czasu, przy czym
zakres ten zaleZzny jest od bledéw zaokraglen liczb rzeczywistych i bledu
uciecia liczb wielomianowych. Praktyka obliczern pokazuje, Zze optymalna
iloé¢ cyfr mantysy liczby wielomianowej - to jest taka ilo$é, ze jej zwiek-
szenie nie powoduje powiekszenia horyzontu czasowego rozwigzania, czy ina-
czej poprawy doktadnogci rozwigzania, ze wzgledu na dominacje bledu spowo-
dowanego zaokraggleniami liczb rzeczywistych - stabo zalezy od przebiegu
rozwiazania. Tak wiec przy zadanej precyzji reprezentacji liczb rzeczywis-
tych w komputerze mozna znaleZé optymalng precyzje reprezentacji liczb
wielomianowych. Na przyktad, jezeli wykonuje sie obliczenia uzywajac liczb
rzeczywistych z 64 bitowg mantysa, optymalng precyzja dla mantysy liczby
wielomianowej okazalo sie 128 cyfr. Wydluzenie mantysy liczby wielomianowe j
ze 128 do 256 cyfr nie dawalo praktycznej poprawy doktadnosci rozwigzania w

oparciu o przeksztalcenie Laplace’a.
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8. ANALIZA LINII DEUGIEJ STRATNEJ Z PARAMETRAMI NIEZALEZNYMI OD
CZESTOTLIWOSCI. OPERATOR PRZESUNIECIA

8.1. Ogdlne réwnania linii dhlugiej

Rozwazmy linie dluga, ktérej nieskoriczenie krétki fragment jest zamode-
lowany czwérnikiem jak na rys. 8.1., gdzie Z’ jest impedancjg jednostkows

podtuzng linii, a Y’ jest admitancja jednostkowa poprzeczng (Gardiol [14],

str. 141).

1(X) Z'dx i(x+dx)

| S|

/l\u(x) Y' dx /I\U(X‘i'dX) Rys. 8.1. Obwdd zastepczy fragmentu
linii dtugiej o dtugosci dx.

Napiecie ul(x) = {ulx,t)} i prad ilx)={i(x,t)} linii jest funkcjg czasu i
potoZzenia x. Z’ i Y’ sa operatorami i w najprostszym wypadku jednorodnej
linii stratnej, kiedy nie jest uwzgledniana nieréwnomierna gestos$é pradu w

przewodach i dyspersja dielektryka, moga byé opisane zaleZznogciami:

s ’ d ’
s ’ d ’

gdzie R’, L’, G’, C’ sg wielkodciami stalymi. W bardziej ztozonych przypad-
kach, np. gdy uwzglednia sie zalezno$¢ rezystancji podiuznej linii od czes-
totliwosci, Z’ 1 Y’ sa skomplikowanymi operatorami. Pochodna napiecia i

pradu wzgledem odleglosci od poczatku linii wyraza sie zaleZznogciami:

X)) = -2’ (8.3)
dx

d . ,

— ) = ~Yulx) . (8.4)
dx

Rozwiazujac uklad ze wzgledu na zmienng X, przy uwzglednieniu warunkéw
obcigZzenia linii na poczatku i koncu, otrzymujemy wzory na napiecie i prad
wzdtuz linii (Gardiol [14]). Na przykitad dla linii obciazonej jak na rys.

8.2 dostajemy:

E1 (1 - pl) expl(-yx) + P, exp(y(x-21))
u(x) = , (8.5)
2 1 - PP, exp(2y1l)
E1 (1 - pl) expl(-yx) - P, exp(y(x-21))
i(x) = , (8.6)
2 ZC 1 - P, P, exp(2y1l)
przy czym
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y=v2Z2Y , (8.7)

admitancja charakterystyczna Y , czyli odwrotno$é impedancji charakterystycz-
C

nej Z
C
Y=1Z=y/2", (8.8)
C C

wspdtczynniki odbicia

2 %0 i(X) Z,Y el 5

u, u(x) u,

Rys. 8.2. Schemat linii dtugiej z dolgczonym obcigzeniem odpowiada jgcy
wzorom (8.5) i (8.6)

8.2. Rozwiazanie z wykorzystaniem przeksztalcenia Laplace’a

Obliczanie napiecia czy pradu na podstawie wzordw (8.5) i (8.6) mozna
przeprowadzié za pomoca liczb wielomianowych przy wykorzystaniu zwiazku
tych liczb z operatorami wedlug przeksztalcenia Laplace’a. Wszystkie dzia-
tania wystepujace we wzorach (8.5) i (8.6) mozna przeprowadzié¢ automatycz-
nie wykorzystujac algorytmy arytmetyki liczb wielomianowych. Jednakze pier-
wiastkowanie w celu obliczenia y i obliczanie funkcji exp() nie zawsze jest
wykonalne, gdyz nie mozna obliczy¢ pierwiastka z liczby wielomianowej rzedu
nieparzystego i nie mozna obliczy¢é funkcji exp() dla liczby wielomianowe]
rzedu wiekszego niz O.

Rozwazmy linie dluga jednorodna, ktérej parametry R’, L’, C’, G’ wyste-
pujace we wzorach (8.1) i (8.2), nie zaleZza od czestotliwosci. Przy zero-
wych warunkach poczatkowych transformaty Laplace’a impedancji podiuznej i

admitancji poprzecznej bedag dla p = (¥170~) wyrazone wzorami

Z =R +pL =170 L +R = ("L'""R "),
(8.10)

Y’ t1romec +6 =C"C~GE 7).

G’+pc’

Wspdtezynnik przenoszenia y jest mozliwy do wyznaczenia, gdyz argument

pierwiastka jest rzedu 2:
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¥ = Jzy =V v, RO e, @ ) 1rom)? (8.11)
skad wynika, Ze ¥ jest liczbg wielomianows rzedu 1, czyli ¥ mozna zapisaé w
postaci

y=0Cr Ty v v ) (8.12)

przy czym, na podstawie algorytmu mnozZenia i pierwiastkowania

y =vL C #O0, (8.13)

-1

Algorytm obliczania funkcji exp() nie pozwala na jej obliczenie dla argu-
mentu yx, ktéry dla x#O jest rzedu 1. Uzycie jednak specjalnej struktury
danych w komputerze, pozwala na sprowadzenie problemu do obliczania funkcji

exp() dla argumentu rzedu O. Argument ¥x mozna rozbi¢ na dwa skladniki:
v X v X7 X ) =

= ( v X X7 XY )+ ( v X 0™). (8.14)

Pierwszy skladnik jest rzedu zerowego, natomiast drugi sktadnik

(“y x ~07) =9y X (~ 1~ 0™ = ¥ X P (8.15)

Stad funkcja exp(-yx) moze by¢ wyrazona wzorem (Mikusifiski [30] str. 306

lub Mikusifiski, Boehme [31] str. 57)
exp(—zx) = exp(”—yoxN, —71xN—y2xN L) exp(—y_lx p), (8.16)

gdzie pierwszy czynnik jest liczbg wielomianowg wyznaczang algorytmem obli-
czania funkcji exp(). Czlonu eXp(—y_lx p) nie mozna wyrazié¢ za pomocg licz-
by wielomianowej. Na przyklad szereg potegowy (4.8), pozwalajacy wyznaczad
wartoéé funkcji exp() dla argumentu rzedu nie wiekszego niz O jest dla
argumentu ¥ xp rozbiezny. Czlon ten jest natomiast operatorem przesunie-
cia w dziedzinie czasu. Widaé stad, Zze funkcja exp(—zx) ma wartosgci poza
zbiorem liczb wielomianowych. Jej wynik moZze byé traktowany jako nowy

obiekt, zapisywany w postaci
E exp(-T p) . (8.17)

Ten nowy obiekt jest parag (F, T), ktérej pierwszym elementem jest liczba
wielomianowa, a drugim liczba rzeczywista. Obiekt taki moze byé z latwoscig
zapamietany w komputerze w postaci rekordu (liczba wielomianowa, liczba

rzeczywista). Dla obiektéw takich sg zdefiniowane dzialania mnoZenia,
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dzielenia, potegowania:

Elexp(—T1 p) Ezexp(—T2 p) = (£1 Fz) exp(—(T1+ Tz) p)

(8.18)
Elexp(—T1 p) 7/ Ezexp(—T2 p) = (£1/£2) exp(—(Tl— Tz) p)

(F exp(-T p))a = F® exp(-aT p) (a -liczba rzeczywista) ,

natomiast dodawanie i odejmowanie zdefiniowane jest tylko w szczegdlnych

przypadkach:

(Eli EZ) exp(T1 p) dla T1 = T2
Elexp(—T1 p) * Ezexp(—T2 p) = (8.19)
nieokredlone dla T1 # T2

Jezeli istnieje retransformata {f(t)} = $_1(£), to okredlona jest réwniez

retransformata dla nowego obiektu:

ft-T) dlat=T
¢UE exp(-T p)) = (8.20)
0] dla t < T

Zbiér nowych obiektéw jest rozszerzeniem zbioru liczb wielomianowych:
F = F exp(0 p) (8.21)

Zauwazmy, ze dodawanie i odejmowanie na obiektach postaci F exp(0 p) jest
zawsze wykonalne.

Zastosowanie nowych obiektéw do obliczania napiecia czy pradu w miejscu
Xx linii wedlug wzordéw (8.5) i (8.6) napotyka bariere niewykonalnosci
dodawania i odejmowania. Nie moZzna wykonaé¢ odejmowania wystepujacego w

mianownikach tych wzoréw (por. 8.19)
1 - P, P, exp(-2yl) =1 - P, P, exp(—2yl) =
=1 - P, P, exp(-2yl) =1 - P, P, F exp(—2t p) =
(8.22)

=1 exp(0 p) - £12 exp(—2t p) ,

gdzie na podstawie (8.13) i (8.16)

T=y 1l=v L C 1 (8.23)

EIZ = Bl BZ E = Bl BZ eXp(—Zl( 70 > 71 72 )) .

Aby ominaé problem niewykonalnogci tego odejmowania stosujemy podstawienie

(por. Bittner [5], str. 186)
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= Z F* exp(—2ktp) . (8.24)

(8.25)
0
Kk 2l-x
Ulx) = El(x) F 2exp((—Zk - T)’L' p) + Ez(x) F~ exp((—2k 7 )T p)
k=0
gdzie
£1(X) = 0.5 £1(1_B1) exp(-x( CANPI S S ))
(8.26)
Ez(x) = 0.5 El(l—el) P, exp(-(21-x)( LAPI S SR ).
MoZna przedstawié¢ wartosci skladnikéw szeregu w postaci (8.17), wyznaczajac
pary: liczba wielomianowa - liczba rzeczywista, ale nie moZzna ich dodad,
gdyz charakteryzujg sie one réznymi czasami przesuniecia T. Mozna natomiast
policzy¢ retransformate z kaZzdego skladnika i dodawanie wykonaé juz w dzie-
dzinie czasu
(8.27)
o0
x 2l-x
ulx,t) = u (x,t—@Qk+3)1) +u (x,t-(2k + )T)
1,k l 2,k ]
k=0
gdzie
-1 k
£ (F (x) £12) dla t =z 0
u (x,t) = B (8.28)
i 0 dla t <O
Analogicznie dla pradu
(8.29)
o0
. . x . 2l-x
ilx,t) = i (x,t—-— 2k +3I)1) -1 (x,t- 2k + )T)
1,k l 2,k 1
k=0
gdzie
-1 k
£°(X¥ FE (x) £12) dlat =0
i () = c " (8.30)
i 0 dla t <0

Otrzymane szeregi dla napiecia i prgdu sa zbiezne niemal jednostajnie na
péiprostej t=z0, bo dla dowolnego skoriczonego przedzialu czasu ast=b tylko

skoriczona ilogéé wyrazéw ma wplyw na rozwiazanie, a prawie wszystkie (takie,
2l-x

dla ktérych odpowiednio (2k + Xyt > b oraz (2k +

7 JT > b ) przyjmuja w
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tym przedziale warto$¢ O (Bittner [5] str. 187). Tak wiegc, dla skoriczonego
czasu, w jakim wyznaczamy rozwigzanie, mozna wzigl taka skonczong ilogé
wyrazéw szeregu, ze pominiecie dalszych wyrazéw nie wnosi Zadnego bledu.
Przypomnieé¢ tu naleZzy, Zze poszczegdlne skladniki sg wyznaczane na kompute-
rze z pewnym btedem, ktéry mozna oszacowad i Ze blad ten zwieksza sie ze
wzrostem t dla kazdej z retransformat jak we wzorach (8.28), (8.30). Te
retransformaty sg nastepnie przesuwane na osi czasu w kierunku dodatnim, co
powoduje, Zze dokladno$é rozwiazania jest praktycznie determinowana doktad-

noécig pierwszego skladnika (dla k=0).

Przyktad obliczeniowy

Rozwazmy linie dlugg o parametrach jednostkowych niezaleznych od czesto-
tliwosci (Kubaszek [20]): L’= 1.12 mH/km, R’= 0.041 @/km, G’= 0 , C’= 10.7
nF/km. Dilugogé linii I = 314 km. El jest transformatg napiecia stalego o
wartosci UN, zalaczonego w momencie t = 0. Zrdédlo napiecia dolgczone jest
do linii poprzez cewke o indukcyjnogci L1 = 70 mH. Schemat elektryczny jak
na rys. 8.2.

Rys. 8.3a przedstawia przebiegi napieé i pradu linii dlugiej, obciaZzonej
potaczonymi szeregowo elementami L2= 384 0/100m s i R2= 512 0. Rys. 8.3b
przedstawia napiecie i prad linii zwartej na konicu. Prad il jest na rysun-
kach przemnozony przez czynnik skalujacy R = Zco/lo, gdzie Zc0= vL’/C” =
323.5 0. T = 1-VL’C” = 1.087 ms.

Rysunki ilustruja skuteczno$éé¢ metody przy wyznaczaniu odpowiedzi w

przedziale czasowym przekraczajacym kilkadziesiat razy czas propagacji

sygnalu w linii dlugiej <.

ul/Un - il R/Un ———— u2/Un

! 1oy i

-0,5 — t/t

Rys 8.3a. Przebiegi napie¢ i pradu w linii diugiej o parametrach jednost-

kowych niezaleznych od czestotliwosci. Linia obcigzona obwodem Lz’ R2
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-0,5 - t/t

Rys 8.3b. Przebiegi napiecia i pradu w linii ditugiej zwartej na Kkoricu

8.3. Obliczenia z wykorzystaniem przeksztalcenia Z

Obliczanie napiecia czy pradu na podstawie wzordw (8.5) i (8.6) mozna
przeprowadzié za pomoca liczb wielomianowych, przechodzac od zaleZznosci
opisanych transformatg Laplace’a do przeksztalcenia Z, wykorzystujac zalez-
noéé¢ (6.9). Problemy obliczeri sg w tym przypadku inne niz opisane w poprze-
dnim punkcie. PoniewaZz operator Heaviside’a P, jest liczbg wielomianowag

rzedu zerowego, wiec Z’ i Y’ na przyklad liczone wedlug (8.10)

Z =R +p L
(8.31)

~
I

G + p, c’

sg rzedu zerowego. Stad zawsze mozna obliczy¢ ¥, ktére jest rzedu zerowego

¥y =V 2ZY = oy, oy L) (8.32)

- 0 1 2

i zawsze daje si¢ wyznaczy¢ funkcje exp(-yx). Wzory (8.5) i (8.6) daja
sie policzyé bez wykonywania dodatkowych przeksztatcen jak (8.24).

Tak wiec zastosowanie transformacji Z do analizy czasowej linii ditugiej
pozwala na ominiecie trudnogci z obliczaniem funkcji exp() dla argumentu
rzedu wiekszego niz zero. Dodatkowo fakt, Ze rozwigzanie nie musi byé roz-
wijane w szereg (8.24), powoduje przyspieszenie obliczer i zmniejsza zaje-
to$é pamieci komputera. Wada rozwiazania opartego na przeksztalceniu Z sg
niedokladnogci biorace sie stad, Zze operator P, jest przybliZzeniem operato-

ra Heaviside’a wyprowadzanym z metod przyblizonego catkowania albo réznicz-
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kowania. Niedokladnosci te sg trudne do oszacowania. Mozna je badaé symula-
cyjnie obserwujac zbieznoéé rozwigzania przy malejacym kroku czasowym h.

Symulacyjne badanie doktadnosci obliczania funkcji exp(-yx) prowadzi do
opracowania zmodyfikowanego algorytmu jej obliczania, zwiekszajgcego do-
ktadnoéé wynikéw (Kubaszek [23]). Jednym z efektéw dzialania funkcji exp()
jest opdzZnienie, ktére moze by¢é wyrazone w dziedzinie transformaty operato-
rem przesuniecia e_pzTo . Poniewaz P, jest przyblizeniem operatora Heavisi-
de’a, operator przesuniecia, oprécz przesuwania funkcji o TO, bedzie wnosit
pewne dodatkowe btedy. Na przyklad dla funkcji, ktérej transformata Lapla-
ce’a jest dana wzorem

1

F(p) = e o (8.33)
(p2 +bp+c)

otrzymujemy wyniki przedstawione na rys. 8.4. Linia ciggla przedstawia
retransformate Laplace’a, otrzymang metoda opisang w poprzednim rozdziale,
z bledem bezwzglednym ponizej 0.001, a punkty oznaczone rombami to war-
togci kolejnych cyfr transformaty Z, wyznaczonej przy P, wynikajgcym z

metody trapezéw przy wykorzystaniu wzoru (6.9)

04 +
:, przekszt.
0.3 Laplace'a
0,2 + . p. Z, alg.trapezow

f(t)

Rys. 8.4. Ilustracja btedéw wnoszonych przez operator exp(pZTO).

F(p) = exp(-4 p) / (p2 +p+4).

Blad wnoszony przez operator przesuniecia rosnie ze wzrostem kroku préb-
kowania h i przesuniecia TO. Blad wywolany duZzym TO moze by¢é w przypadku
przeksztalcenia Z znacznie zredukowany, gdyz latwo mozna zrealizowadé do-
kladne przesuniecie o calkowite wielokrotnosci h. Wystarczy bowiem odpo-
wiednio przesunaé ciag prébek, albo, co jest réwnowazne, przesunal przeci-
nek liczby wielomianowej. Operator przesuniecia mozna wtedy wykorzystywad

do przesuwania jedynie o ulamkowa cze$éé h. Oznaczmy ja przez o« h , przy
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czym

(8.34)

gdzie |_J oznacza cze$¢ calkowitg liczby rzeczywistej. Przy obliczeniach

opartych na przeksztalceniu Z mozemy wiec wykorzystywaé zaleznosc¢:

-K oo h P,

e "zo= (™17 0V) (8.35)

Uzasadnienie tej przyblizonej réwnosci jest nastepujace: mnozenie transfor-
maty Z przez (¥ 17 0~) powoduje przesuniecie cyfr liczby wielomianowej o
jedng pozycje w lewo, co odpowiada przesunieciu ciggu prébek na osi czasu o
h w lewo. Stad mamy (~ 1~ 0~) = eh p, gdzie p jest dokladnym operatorem
Heaviside’a. Prawa strona zwigzku (8.35) jest wiec doktadniejszym przybli-
zeniem operatora przesuniecia niz lewa.

Generalnie do obliczania funkcji wykladniczej mozZzna zastosowaé wzdér

-

e T (v 1V O”)_K e_(x - Kh 'Qz)

) (8.36)
gdzie x jest dowolna liczbg wielomianows, K jest obliczone wedlug (8.34) na
podstawie znajomos$ci wartosci przesuniecia TO . Wzér (8.36) moze mieé za-
stosowanie w obliczeniach linii dlugiej stratnej, gdzie oprécz przesuniecia

mamy jeszcze tlumienie sygnalu. Czynnik (™~ 17~ ON)_K odpowiada za przesunig-

cie sygnalu, ktére jest jedynym efektem charakterystycznym dla linii bez-

stratnej, a drugi czynnik - funkcja wyktadnicza - jest operatorem odpowie-
dzialnym za modyfikacje sygnalu i jego przesuwanie w obrebie kroku prdébko-
wania. Czas TO potrzebny do obliczania K powinien wtedy wynikaé z modelu

bezstratnego linii. Dziatanie zmodyfikowanego algorytmu obliczania funkcji

exp() zaprezentujemy na przykladzie funkcji danej transformatg Laplace’a

1 T {p2+g

F(p) = e o . (8.37)
(p2 +bp+c)

Funkcja, ktérej transformata jest funkcja wymierng, jest poddawana poprzez
operator exp() zaréwno przesunieciu o wartogé TO , jak i pewnym innym prze-
ksztalceniom. Rys. 8.5a pokazuje przebieg wyznaczony bez stosowania wzoru
(8.36), a rys. 8.5b z uzyciem tego wzoru. Linig cigglg oznaczono rozwigza-
nie metoda Laplace’a otrzymane metoda opisana w poprzednim rozdziale, z
bledem bezwzglednym ponizej 0.001. Rys. 8.5b ilustruje poprawe dokladnosci

rozwigzania dla transformaty Z, po zastosowaniu wzoru (8.36). Widaé réw-
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niez, ze przesuniecie cyfr transformaty Z powoduje korzystne wydluzenie

horyzontu czasowego rozwigzania.

0,25 7

przekszt. Laplace'a

0,15 +
p. Z, alg.trapezow

0,05 ~

f(t)

-0,05 14

-0,15

-0,25 - t

Rys. 8.5a. Retransformata Laplace’a (linia ciggta) i Z (romby) funkcji

opisanej wzorem (8.37), bez stosowania modyfikacji (8.36) przy wyznaczaniu

transformaty Z. F(p) = exp(-4 \/p2+ 1)/ (p 2y P+ 4).

0,25 +
| przekszt. Laplace'a
0,15 +
¢ p. Z, alg.trapezéw
0,05 —+ .
9 | | | | | | | | | | | | | | | | | | | ‘\"\’?’\”\‘ | |
q\_/ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T \‘ T T T T T T T 1
0,05 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
.
il ’0
-0,15 +
-0,25 - t

Rys. 8.5b. Jak na rys. 8.5a, ale z zastosowaniem modyfikacji (8.36) przy

wyznaczaniu transformaty Z

Rys. 8.4 i 8.5 pokazujg rozwiazania dla przypadkéw, gdy TO nie jest

wielokrotnogcig kroku prébkowania h.
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Przyktad obliczeniowy

Rozwazmy linie dluga o parametrach L’= 1, R'= 0.1, C’= 1, G’'= 0, o dtu-
goséci | = 1, zasilang napieciem stalym o wartosci UN= 1, zalaczonym w mo-
mencie t = 0. Zrédlo napiecia jest dolaczone do linii poprzez szeregowo
potaczone L1 =11 R1 = 1. Linia obcigZzona jest szeregowo polaczonymi L2 =
31 R2 = 2. Rys. 8.6a pokazuje napiecie na koricu linii przy kroku prébkowa-
nia h = 0.3. Ciag prébek rozwiazania otrzymanego metoda opisang w tym roz-
dziale oznaczono rombami. Linia ciggla przedstawia rozwigzanie uzyskane
w oparciu o przeksztalcenie Laplace’a metoda, jakg opisano w rozdziale 8.2,
przy poziomie bledu bezwzglednego mniejszym niz 0.005. Tak wiec linia cig-
glta moze byé uwazana za rozwigzanie dokladne. Rys. 8.6b pokazuje te same
obliczenia przy dwa razy wiekszej ilogci cyfr znaczacych LW i dwa razy
mniejszym h = 0.15 . Widaé zbiezno$é rozwigzania do dokladnego przy zmniej-
szaniu h. W obliczeniach exp(-yx) wykorzystywano wzér (8.36), wstawiajac
opdZnienie TO = x VL’C”, charakterystyczne dla linii dtugiej bezstratnej.
Wartos$é kroku prébkowania h dla utrudnienia dobrano tak, aby TO nie bylo
jego wielokrotnoscig. Dane przyjete do obliczerl sg bezwymiarowe. Sg to
wartodéci wzgledne, przy zatozeniu, ze jednostkg diugogci jest I (dlugosdé
linii), jednostka czasu jest T = L VL’C” (czas propagacji wzdluz linii),
jednostkag rezystancji jest Zc0= VL’ /C” (impedancja charakterystyczna linii
bezstratnej), a jednostka napiecia jest warto$éé maksymalna napiecia zasila-

jacego.
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11 przekszt. Laplace'a
. . Z, alg.trapezéw
08 - p g.trap
T ,“’ .
0,6 + o .o .
5 o

0,4 +
02 +

0 —tt

6 7 8 9 10 11 12
t

Rys. 8.6a. Przebieg napiecia na Kkoricu linii dtugiej. Linia ciggta -

rozwigzanie metoda Laplace’a z btedem bezwzglednym 0.005, rombami

oznaczono rozwigzanie metoda Z przy Kroku prébkowania h=0.3

11 ® przekszt. Laplace'a
* . Z, alg.trapezéw
08 | p g.trap
0,6 +
3V
>S5
0,4 +
0,2 +
0 —ttt
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t
Rys. 8.6b. Oznaczenia jak na rys. 8.6a. Obliczenia wykonane przy dwa razy
wiekszej ilosci cyfr mantys liczb wielomianowych i kroku prébkowania

h=0.15 dla metody Z.
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9. ANALIZA LINII DEUGIEJ Z PARAMETRAMI UZALEZNIONYMI CZESTOTLIWOSCIOWO

9.1. Synteza transformaty Laplace’a impedancji podluznej

W rozdziale 8.2 rozwazano linie dlugg jednorodna z parametrami niezalez-
nymi od czestotliwogci, dla ktérej impedancja podiluzna moze byé wyrazona
wzorem (8.10). W tym rozdziale rozwazany bedzie przypadek linii z parame-
trami zaleznymi od czestotliwosci. Zalézmy dodatkowo, Ze zaleznos$é ta nie
jest wyrazona analitycznie, lecz dana w postaci punktéw charakterystyki

amplitudowej i fazowej:
F(jwv) , vy =0 .. N-1, (9.1)

gdzie F() przyjmuje wartosci zespolone. Poszukujemy transformate Laplace’a

2N-1-P
F(p) = }: ckp_ , (9.2)
k=-P
ktéra dla s = jw , v = 0 .. N-1 bedzie przybierata zadane wartoséci F(jw ),
14 14

czyli przy p=(~170"~) poszukujemy liczbe wielomianowg E rzedu P z 2N znaczag-
cymi cyframi e odpowiadajgca w powyzszym sensie charakterystyce Vzidmowej
F(jw). Ustalenie rzedu P pozwala uzyskaé odpowiednie zachowanie sie F(p)
przy p > e~ . Zalozymy dalej, ze P = 1, gdyz taka wlasnie wartosé wystepuje
w impedancji podituZznej linii dlugiej, a to ustalenie uprosgci nieco dalsze
rozwazania i zapis wzoréw (w przeciwnym razie trzeba rozgraniczaé P parzys-

te i nieparzyste). Poniewaz

2N-2 N-1 N-1
F(jw) = Z c (\]'w)_k = } c (—w_z)m + c jw (—w_z)m, (9.3)
k 2m 2m-1
k=2m 1lub — —
k=-1 m=0 m=0
k=2m-1
wiec
N-1
-D™c_ (0 )™ =Re F(jw )
D 2m v 14
m=0 p=0..N-1 (9.4)
iy ) Im F(jw )
D% (0 )= 7
D 2m-1 14 w
m=0 v

Dla wiekszej przejrzystosci wzorédw wprowadZmy oznaczenia:
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a =(-1)"c__,b =(-1)"¢ ; m=0.. N-1,
m 2m m 2m-1
Im F(jw ) _2 (9.5)
f =Re F(jw ),g = V,x=w ; v =0..N-1.
14 14 w 14 14
14
Dostajemy uktad réwnan z niewiadomymi a i b
m m
N-1
} a x = f
» m v 1%
m=0
v =0 N-1 (9.6)
N-1
} b x = g
» m v 14
m=0
Jego rozwigzanie sprowadza sie do problemu interpolacji wielomianami
funkcji, ktére w punktach x przyjmuja wartosci odpowiednio f i g .
14 14 14
Przyktad:
PoniZzej przedstawiony zostanie przyklad testujgcy przydatnosé metody
do odtworzenia F(p) na podstawie F(jw). Rozwazmy uklad przedstawiony na
rys. 9.1, ktérego impedancja opisana jest wzorem
- k-1
= 1 1 G -k
F(p)_Lp+R+Ep+ZE[_E] r (9.7a)
k=2
a po podstawieniu p = (~1707)
F = (*~ L~ R, 1/C~ -G/C*~...~) . (9.7b)
L R
e Y Y \_— :
L
C G
Rys. 9.1. Obwdd L, R, C, G

Rys. 9.2 pokazuje charakterystyke amplitudowag i fazowg impedancji obwodu.
Na rysunku zaznaczono punkty prébkowania przebiegéw, ktére zostaly uzyte do
wyznaczenia impedancji I;(p). Wyniki obliczen pokazuje tabela 9.1. Obok
wynikéw obliczenl przedstawiono w tej tabeli dla poréwnania wyniki dokladne.
Symulacje numeryczne wykazaly znaczacy wplyw wyboru przedzialu prébkowania
<w0,wN_1> na rozwiazanie. Przedzial ten musi obejmowad fragment F(jw),

gdzie zachodza istotne zmiany, np. przedzial, w ktérym nastepujg praktyczne
zmiany charakterystyki fazowej. Nieco mniejsze znaczenie ma rozmieszczenia

wartoéci w wewnatrz przedziatu (Kubaszek [21]). Ciekawe jest, co widaé w
1%

tabeli 9.1, ze cyfry najbardziej znaczace sa wyznaczane najdokladniej.
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Zauwazmy przy tym, ze np. z czterech najbardziej znaczacych cyfr F, wyzna-
czonych z duza dokladnogcia mozna w prosty sposéb na podstawie 9.7 obliczydé

parametry obwodu L, R, C, G.

50, T 0,5

0,4

40, | 03
@ 30, - 02 &
_- 1 0,1 o
W 20, 5 Lo,

0 1 0,1

- .0,2

0, e eed 0,3

0,01 0,1 1, 10, 100,
w, 1/s

Rys. 9.2. Punkty prébkowania charakterystyki amplitudowej i fazowej impe-

dancji obwodu L, R, C, G, uzyte do wyznaczenia F(p)

9.2. Impedancja podtuzna pojedynczego przewodu nad ziemia

k Fk oblicz. Fk doktadne k Fk oblicz. F doktadne
-1 2.0000000 2.0 15 0.0004697 0.0006104
0 3.0000000 3.0 16 -0.0002349 -0.0003052
1 10.0000000 10.0 17 0.0000506 0.0001526
2 -5.0000000 -5.0 18 -2.5320E-5 -7.6294E-5
3 2.5000000 2.50 19 2.0728E-6 0.0000381
4 -1.2500000 -1.250 20 -1.0364E-6 -1.9073E-5
5 0.6250000 0.6250 21 2.7071E-8 9.5367E-6
6 -0.3125000 -0.31250 22 -1.3536E-8 -4.7684E-6
7 0.1562500 0.156250 23 1.058E-10 2.3842E-6
8 -0.0781250 -0.0781250 24 -5.289E-11 -1.1921E-6
9 0.0390620 0.0390625 25 1.198E-13 5.9605E-7
10 -0.0195310 -0.0195313 26 -5.992E-114 -2.9802E-7
11 0.0097551 0.0097656 27 3.738E-17 1.4901E-7
12 -0.0048775 -0.0048828 28 -1.869E-17 -7.4506E-8
13 0.0023722 0.0024414 29 2.642E-21 3.7253E-8
14 -0.0011861 -0.0012207 30 -1.321E-21 -1.8626E-8
tabela 9.1

n

Opisana powyzej metoda zastosowana zostanie do wyznaczenia impedancji

podluznej pojedynczego przewodu nad ziemig nieidealnie przewodzaca. Zalez-

nosci opisujace te impedancje sg skomplikowane i nie moga postuzyé wprost

do wyznaczenia wzoru dla transformaty Laplace’a. Istnieje natomiast mozli-

wosé wyznaczenia parametréw dla konkretnej czestotliwogci metoda nume-
ryczna.

Charakterystyke widmowg impedancji podluZznej pojedynczego przewodu -
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linki splecionej z drutéw aluminiowych i Zelaznych - o promieniu zewnetrz-
nym a (0.01575 m, w nawiasach podaje dane przyjete do obliczern komputero-
wych) i promieniu Zzyty drutéw Zelaznych a. (0.00525 m) zawieszonego nad

e

ziemiag na wysokosgci h (23.7 m) opisujg wzory (Bajorek, Mosciszewski [2])

Z(jo) = Z_(j0) + Z_(jw) ®

k I(k a )K(k a )+I(k a )X (k a )
Z (o) = Al 0 Al Al 1 Al 'Fe 1 Al Fe 0 Al Al (9.8)
w 2na o 1 (k a JK(k a )-1(k a )X (k a ) '
A1'1 1 Al Al" 1 Al Fe' "1 Al Fe' 1 Al Al
jop (7 M
> = 0[exp(2uh)du+jw_01n&,
z (4 u+o 2n a
1 Al
0
gdzie I0 X K01 oznaczaja zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszego i dru-
giego rodzaju, M, = 4n 10_7H/m, o = 1.0 S/m jest konduktywnoscig ziemi, € =
1.0'80 jest przenikalnoscig elektryczng ziemi, SA1 = 525 mm’ jest polem
przekroju linek aluminiowych, o= 37.0 MS/m jest konduktywnosciag alumi-
nium,
S .
c =o¢ — 2L k2 = jop o, o = \//u2+jwu (o+jwe). (9.9)
1 Al 2 2 Al 01 1 0
rt(azAl—azF )
e

Do wzoréw podstawiono dane dla przewodu AFL-8 525 mm?.

Rys. 9.3 pokazuje fragment charakterystyki uwzglednionej przy wyznacza-
niu impedancji podituznej Z’. Wyznaczone cyfry liczby wielomianowej Z’ poda-
je tabela 9.2. Ostatnia jej kolumna pokazuje wynik w jednostkach wzglednych

w odniesieniu do 1, T, Zoc’ gdzie =300 km jest dlugosciag linii, T =

Wic 7z =V1/c, L=2=16758 mi/km, ¢ =1/(%L), ¢ = 3-10°

0 0 oc o0 "o’ o -1 0 0
km/s. Zmiana przedziatu prébkowania <w0,wN_1> wplywala na zmiane mniej
znaczgcych cyfr Z’. Wynik w jednostkach wzglednych pokazuje malejaca war-
toé¢ cyfr mniej znaczacych (dodatkowo przy obliczaniu retransformaty cyfra
k-ta jest dzielona przez k! ). Rzeczywiscie przy obliczaniu przebiegéw
czasowych mozna przekonaé sie, Zze obciecie Z’ nawet do odémiu cyfr znacza-
cych nie zmienia istotnie wynikéw (obliczenia dla danych jak ponizej wyka-

zywaly réznice rzedu 0.01%).

NN N N NS N N NS NS N NI NS N NI NS N NG NS N N NI NS N NG NS N NG NI NS N NI NS N NG NI NS N NI NS NS N N NS N

S)Pl"ébki charakterystyki widmowej Z(jw) uzyskatem korzystajgc z programu
udostepnionego przez autoréw artykulu [2]. Program liczy Z(jw) wedlug wzoru
bardziej zlozonego niZz przytoczony tutaj, bo uwzglednia dodatkowo przeptyw
pradu przez druty zelazne.
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10, T 70,5
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-10, + 04
-20, T r <
@ 30, ¢ 103 3
_-~-40, 1 r o
N 50, | 102 @
-60, T r
-70, T 0,1
-80, T r
-90, ‘ ———— 0,
0,01 1, 100, 10000, 1000000,
w, 1/s
Rys. 9.3. Punkty prébkowania charakterystyki amplitudowej i fazowej impe-
dancji podtuznej przewodu nad ziemig
k| Z2 [m,s,Q] Z’ [wzgl.] k | Zz2 [m,s,Q] Z [wzgl.]
k k k k
-1 1.6758E-6 1.0000000 15 -3.5064E17 -2.092E-25
0 0.0004454 0.2657817 16 1.5036E21 8.973E-25
1 -0.2659581 -0.1587099 17 -1.3829E16 -8.252E-33
2 1046.15416 0.6242900 18 5.9302E19 3.539E-32
3 -93739.266 -0.0559387 19 -5.4048E13 -3.225E-41
4 3.98752E8 0.2379541 20 2.3177E17 1.383E-40
5 -3.66118E9 -0.0021848 21 1.9203E10 -1.146E-50
6 1.5688E13 0.0093616 22 8.2351E13 4.914E-50
7 -1.4438E13 -8.6160E-6 23 0.0000000 0.0000000
8 6.1912E16 0.0000369 24 0.0000000 0.0000000
9 -5.6994E15 -3.4011E-9 25 0.0000000 0.0000000
10 2.4441E19 1.4585E-8 26 0.0000000 0.0000000
11 -2.2500E17 -1.343E-13 27 0.0000000 0.0000000
12 9.6488E20 5.758E-13 28 0.0000000 0.0000000
13 -8.8826E17 -5.301E-19 29 0.0000000 0.0000000
14 3.8092E21 2.273E-18 30 0.0000000 0.0000000
tabela 9.2

9.3. Obliczanie przebiegéw czasowych

Metoda obliczania przebiegéw czasowych przy tak wyznaczonej impedancji
podtuznej nie rézni sie od przedstawionej w rozdziale 8.2. W tamtym roz-
dziale impedancja podiluzna Z’ miala tylko dwie cyfry rézne od zera, tutaj
ma ich wiecej, ale to nie ma znaczenia dla algorytmdéw obliczerl z uzyciem
liczb wielomianowych.

Rysunek 9.4 pokazuje wyniki obliczen dla linii dlugiej po zalaczeniu
napiecia stalego UN, przy impedancji wewnetrznej Zrédita zamodelowanej indu-
kcy jnoscig L1= 100 mH i obcigZzeniu bedgcym ukladem szeregowym L2= 4.89 mH i
R2= 2048 o.
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Rys. 9.4. Napiecie na poczatku linii ditugiej - pordéwnanie modeli z parame-

trami jednostkowymi niezaleznymi i zaleznymi od czestotliwosci

Linia ciggla dotyczy rozwigzania przy Z’ = 2’ jak w tabeli 9.2, linia prze-
rywana pokazuje rozwiazanie przy zalozeniu, ze parametry jednostkowe po-
dtuzne sg niezalezne od czestotliwosgci, czyli ze Z° = (NLONR(’)N). R(’)= 38.5
mQ/km i odpowiada rezystancji jednostkowej dla pradu stalego. Rozwiazanie
dla linii bezstratnej, to jest dla Z2’ = (NLONON) , nie rézni sie istotnie

od przebiegu zaznaczonego linig przerywana.

Dla jednostkowej admitancji poprzecznej przyjeto model z parametrami
niezaleznymi od czestotliwogci przy, G0=O Y = (NCONON) . Uwzglednienie
parametréw jednostkowych poprzecznych zaleznych od czestotliwosgci, analo-
gicznie jak dokonano tego dla parametréw podiluznych, niczego nie zmienia w
sposobie rozwigzania. Powoduje to jedynie zmiane w Y’, gdzie wiekszos$é cyfr
nie bedzie juz wyzerowana.

Na koniec podkregli¢ nalezy, Zze przedstawiona metoda uwzglednia zardéwno
czestotliwoéciowa charakterystyke amplitudowsa, jak i fazowa (por. Jons,

Aggarwal, Martin, Barker, [19]).
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10. ANALIZA WPELYWU ZJAWISKA NASKORKOWOSCI W KABLACH W.CZ.

W tym rozdziale analizowana bedzie propagacja sygnalu w linii dilugiej
przy modelu linii z parametrami zaleznymi od czestotliwogci. ZaleZnosci te
dane beda analitycznie. Zagadnienie zilustrowane bedzie przykladami obli-
czen dla kabla wspdélosiowego i plaskiego dwuprzewodowego z uwzglednieniem
zjawiska wypierania pradu i efektu zbliZzenia. Zilustrowane bedzie takZe
zjawisko powstawania szumu fal odbitych spowodowane niemoZnosgcia idealnego

dopasowania obciazenia linii do jej impedancji charakterystycznej.

10.1. Impedancja podluzna kabli przy uwzglednieniu zjawiska naskdérkowosci

Impedancja podtuZzna plaskiego kabla dwuzZylowego w dziedzinie transforma-
ty Laplace’a, uwzgledniajaca nieréwnomierng gestos$é pradu w przewodach
spowodowang zjawiskiem naskdérkowosgci i zblizeniem przewoddédw, moze byé wyra-

zona zaleznogcig (Sikora, Lipiniski [37]):

k Io(ak) © 2n In(ak)
Z(p) = + 2y (a) ——F |+ pL (10.1)
nac I,(ak) n=o n I (ak) e
1 n-1
gdzie k = Vuo Vp

M, ¢ — przenikalno$é magnetyczna i konduktywnosé.
a — promien przewodu

d - odleglo$é miedzy przewodami

In( ) — zmodyfikowane funkcje Bessela pierwszego rodzaju
L = d-a
0-0 T a

Dla kabla koncentrycznego mamy odpowiednio (Sikora, Lipiriski [371):

k Io(ak) Ko(ak)
Z'(p) = + + pL , (10.2)
2no |al (ak)  bK, (bk) ¢
gdzie a — promien przewodu wewnetrznego

b - wewnetrzny promien powtoki

Kn( ) — zmodyfikowane funkcje Bessela drugiego rodzaju
-k a0
Ly=%z1n3

Pierwszym problemem, ktéry powstaje przy obliczeniach z wykorzystaniem
przeksztalcenia Laplace’a, jest reprezentacja czionu k = Vuc Vp. Przy
podstawieniu p=(~1~0~) nie istnieje liczba wielomianowa k = vuc v(~1707),

gdyZz pierwiastek z liczby wielomianowe]j rzedu nieparzystego nie istnieje.
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Jak wspomniano w rozdziale 5.3, rozwiazaniem problemu jest inne powiazanie
liczb wielomianowych w operatorem p. Potrzeba tutaj uzy¢ podstawienia (5.37)

z v=2, czyli
Vp = ("170™), p = (7170~0™) . (10.3)

Wzory rozwinieé asymptotycznych funkcji Bessela w szeregi wzgledem Vp (Ry-
zyk, Grodsztejn [36]) pozwalajg na wyznaczenie cyfr liczb wielomianowych,

odpowiadajgcych tym funkcjom:

(10.4)

m! F(V—m+%)), co mozna wyrazi¢ rekurencyjnie
G (0) =1, G (m) = G (m-1) (4°-2m-1)") / 8m, m =1, 2, ... . (10.5)

Po wstawieniu z = a k = a Vuo (¥1707), dostajemy odpowiednie ilorazy

funkcji Bessela w postaci liczb wielomianowych, na przyktad

(10.6)
2

a Vuo
a Vuo

a vuo
a vuo

~)

S

(1) (- )7t~ G, (2)(- )2~
(1)(- 7L~ G (2)(- R

S

Po wyznaczeniu tych ilorazéw i wstawieniu ich do 10.1 i 10.2 dostajemy
odpowiednie impedancje podtuzne linii, ktére sa liczbami wielomianowymi

rzedu 2
zZ ="~z zZ 7,72, (10.7)
-2 -1 ) 1

przy czym odpowiednio z 10.1 i 10.2 mamy Z’2= L i Z’2= L . Réwniez
- 0-0 - o
admitancja poprzeczna jest liczba wielomianowg rzedu 2. Na przyklad dla

modelu z parametrami niezaleznymi od czestotliwosci
Y =G +pC =("170"0")C +G =("C"0~GE 7). (10.8)

Obliczenia wspéiczynnika przenoszenia y i impedancji charakterystycznej Zc
dla tak wyznaczonych Z’ i Y’ nie napotykajg zadnych trudnosci. Podobnie jak

w rozdziale 8.2, problemem jest obliczanie funkcji exp(-yx), gdyz jej
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argument jest rzedu 2 :

¥y =V 2ZY = "y Yy Yoy ™, oy oy L) (10.9)

- -2 -1 0 1 2

W tym wypadku yXx mozna rozbi¢ na trzy skladniki

¥x = ( ¥ X Ty Ty XY,y Xy X ) =

(10.11)
=(y0x,y1x ¥ X ...)+(y_1x O)+(y_2x o~ 0™) .
Funkcja exp(-yx) moze by¢ wyrazona wzorem (Mikusifski [30] str. 306
lub Mikusifiski, Boehme [31] str. 57)
(10.12)

exp(-yx) = exp(”—yoxN, 7 Xy X~ L) exp(—y_IX\/E) exp(—y_zx p),

gdzie pierwszy czlon jest liczbg wielomianowa wyznaczang algorytmem
obliczania funkcji exp(). Czlondw exp(—y_IX\/E) i exp(—y_zx p) nie mozna
wyrazi¢ za pomocg liczby wielomianowej. Wida¢ stad, ze funkcja exp(-yx) ma
wartosci poza zbiorem liczb wielomianowych. Jej wynik moZze byé przedstawio-

ny w postaci nowego obiektu, zapisywanego w postaci
F exp(-B Vp) exp(-T p) , (10.13)

ktéry jest tréjka (F, B, T), gdzie pierwszym elementem jest liczba wielo-
mianowa, a drugim i trzecim liczba rzeczywista. Podobnie jak dla obiektéw
postaci (8.17), dla obiektéw w postaci (10.13) zdefiniowane jest mnozenie,
dzielenie, potegowanie, natomiast dodawanie (i odejmowanie) zdefiniowane
jest tylko w szczegdlnych przypadkach i na ogdt nie jest wykonalne. Sktad-
niki przechowywane sa w pamieci komputera aZz do wykonania retransformaty i
dopiero wtedy sa dodawane. Wyznaczanie retransformaty obiektu postaci
(10.13) sprowadza sie do obliczania retransformaty z F exp(-f Vp), gdyz dla
F exp(-B Vp) = LEF ()}

F-T) dlat=T

#YE exp(-B Vp) exp(-T p)) = . (10.14)
0] dla t < T

Rozwazmy obliczanie retransformaty $_1{£ exp(-8 Vp)} dla FE rzedu O:

E=(0% FFF ..~ = 1?1\/5‘1 + FZ\/E‘Z + F3\/5‘3 o (10.15)

Analiza wzoréw (8.5) i (8.6) prowadzi bowiem do wniosku, Zze o rzedzie re-
transformaty decyduje rzad wymuszenia El, ktére jest transformatg funkcji
czasu, a stad musi by¢ rzedu mniejszego niz O (przy transformacie w postaci

funkcji wymiernej oznacza to, Ze stopien licznika jest wyzszy niz mianowni-
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ka). Retransformata (10.14) moZe byé wiec przedstawiona w postaci szeregu

SO = L exp(-g VP) S FYP " b = L F v (58) (10.16)
n=1 n=1
gdzie
2
yo(t;B) -1 exp[—_ ] , yl(t;B) = cerf[ B ] ,
vt 4t 2Vt

(10.17)

V6B =2ty (&R - By (HR)) /n.

Wzory rekurencyjne wyznaczono korzystajgc z zaleznogci podanych w (Ryzyk,
Grodsztejn [36]) dla funkcji Dp walca parabolicznego.

Obliczenia napieé¢ i praddéw linii dlugiej przebiegaja wedlug schematu
podanego w rozdziale 8.2. Nowy jest tu tylko sposéb wyznaczania parametréw

Z i Y i algorytm obliczania retransformaty.

10.2. Obliczenia numeryczne

Rozwazono kabel wspélosiowy i kabel plaski dwuzylowy. Parametry kabla
wspdtosiowego wynosza: a = 1 mm, b = 3.35 mm, € = 2,25 €, H=H, 0= 56
106 S/m, I = 100 m. Jego parametry staloprgdowe wynosza: LO= 0.50678 pH/m,
C = 49.331 pF/m , R = 5.06 mQ/m, R = \/W =101.356 Q. Parametry kabla
ptaskiego dwuzylowego wynosza: a = 0.45 mm, d = 7.8 mm, € = 1.25 €, 0 i
jak wyzej, L = 20 m . Jego parametry staloprgdowe sg nastepujace: LO =
1.1176 pH/m, C = 12.431 pF/m, R = 50 mQ/m, R = \/W =299.8 Q.

Przyjeto zasilanie ze Zrédla napieciowego (Z1 = 0) w postaci impulsu
prostokatnego o wysokosci 1V i szerokosgci 0,1 T oraz 0,001 T, gdzie T -
czas przejécia fali przez odcinek linii o dlugosci I. Jako obcigZzenie przy-
jeto rezystancje R = \/W , ktére jest w praktyce traktowane jako ob-
cigzenie dopasowane falowo.

Na rys 10.1 oraz 10.2 przedstawiono modul i argument impedancji charak-
terystycznej kabli w funkcji pulsacji. Dla pordédwnania linig przerywang
przedstawiono wykresy wyznaczone przy modelu parametréw podituznych nieza-
leznych od czestotliwogci. Widaé, Zze uwzglednienie zjawiska naskérkowosci
ma wieksze znaczenie dla kabla dwuprzewodowego.

Rys.10.3a pokazuja ksztatt impulséw o pierwotnej szerokosci 0,1t na
koricach kabli Uy Znieksztalcenia impulsu sg znaczne w przypadku uwzgled—-
nienia zjawiska naskérkowosci i sa tym wieksze, im krétszy jest impuls, co
pokazuja wykresy na rys.10.4a dla impulséw o szerokosci 0,001t. Linia krop-

kowana zaznaczono na rys. 10.3 i 10.4 przebiegi wyznaczone przy zaloZeniu

statopradowych parametréw jednostkowych dla kabla koncentrycznego. W legen-—
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dach wykreséw nadano im etykiete L,R = const. Analogiczne przebiegi dla
kabla ptaskiego nie zostaly zamieszczone, bo nie rdézniag sie istotnie od
przebiegéw dla kabla koncentrycznego.

Na rys.10.3b i 10.4b pokazano sygnal odbity Uy Odbicie wynika z niedo-
pasowania obciazenia - rezystancji R = \/m do impedancji charakterys—
tycznej linii.

Rys.10.3c i 10.4c pokazujg fale powrotng na koncu kabli po pierwszym
odbiciu od wejscia. Wartos$é tego napiecia jest mata, ale jezeli Zrdédto
emituje w czasie T wiekszg liczbe impulséw, odbicia tworzg podklad szumowy
rzedu kilkunastu lub wiecej miliwoltéw. Pominiecie zjawiska naskérkowosci

oraz efektu zbliZenia i poprzestanie na modelu linii o parametrach nieza-

leznych od czestotliwosgci nie ujawnia takich efektéw.

25071 \ .,  mmm=—=== -0
-0,05
200 e
= 01 5
&) ] N
N 1 (@)
— - -0,15 =
150 ©
27N 1-0,2
’d AN 1
/’R,Lamﬂ\\ ]
100 " T —— e e — -0,25
1,0E+3 1,0E+4 1,0E+5 1,0E+6 1,0E+7

w, 1/s

Rys. 10.1. Zaleznos¢ modutu i argumentu impedancji charakterystycznej kabla

wspdlosiowego od czestotliwosci

1000, 1 \ |zc| arg Zc £ 0
900, | \ 1
! \ -0,05
; 800, | I o}
Z= 700, g
o t 1 N
N 600, + o
! -0,15 =
500, T
T - -0,2
400, +
300, —"'_:——-:—: 1 } T ——— ; e —— -0’25
1,0E+3 1,0E+4 1,0E+5 1,0E+6

w, 1/s

Rys. 10.2. Zaleznos¢ modulu i argumentu impedancji charakterystycznej kabla

ptaskiego dwuzytowego od czestotliwosci
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1,000 +
1 K. wspofosiowy
1 R(f), L(f)
0,800 -+ !
] ! ———— K. pfaski
_ 0600 | : R(), L(f)
2 I R, L = const
W\ 1 :
S 0,400 | !
0,200
0,000 -+
0,9 1 1,3 1,4

t/t

Rys. 10.3a. Ksztatt impulsu o pierwotnej szerokosci 0,It na koricu kabla

0,9

0,000

-0,001 +

-0,002 +

-0,003 7

u2- /Un

-0,004 +

-0,005 -+

Rys. 10.3b. Sygnatlt odbity od Kkorica kabla

0,004 +

0,003 +

u2/Un

0,002 +

0,001 +

0,000

2,9

3 31 3,2 3,3 3,4

t/t

Rys. 10.3c. Fala powrotna na Koricu kabla po pierwszym odbiciu od wejscia
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1,000 1 T — k. wspofosiowy
0,800 + : ;
| ' ———— k. pfaski
c 0,600 : R(), L()
D 4
=~ /S e e const
S 0,400 |
0,200 +
0,000 Il | i,— | : | F + -+ _1—_—-—-‘
0,999 1 1,001 1,002 1,003 1,004

t/t

Rys. 10.4a. Ksztatt impulsu o pierwotnej szerokosci 0,001t na koricu kabla

0,999 1 1,001 1,002 1,003 1,004
,0000 ‘ ‘ ‘ ‘ !

-,0001 ¢

u2- /Un

-,0002 ~

-,0003 -

Rys. 10.4b. Sygnat odbity od korica kabla

,0001

e —-—
-
-
-
-
-

u2/ Un

-
-
—
—

,0000 - ‘ ‘ = ‘ ‘ ‘ | |
2,999 3 3,001 3,002 3,003 3,004

Rys. 10.4c. Fala powrotna na koricu kabla po pierwszym odbiciu od wejScia
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11. MODEL LINITI DEUGIEJ DLA PROGRAMU PSPICE

W rozdziale tym zaprezentowano przyklad obliczenn z zastosowaniem progra-
mu PSpice. Model linii ditugiej stratnej uzyty w obliczeniach zostal przygo-
towany przy uzyciu kalkulatora liczb wielomianowych. Wlgcznie modelu linii
do programu PSpice pozwala na analize obwoddéw zawierajgcych uktady nieli-

niowe.

11.1. Czwérnikowy model linii dlugiej

Przeksztalcajac odpowiednio réwnania (8.3) i (8.4) mozna otrzymad réwna-

nia dla pradéw i napie¢ na zaciskach linii dilugiej w postaci (Chang [12]):

u =21 +e
1 c 1 1
(11.1)
u2 = ZC 12 + 82 ,
gdzie
e = E (2 u, - ez) , e, = E (2 u; - ez) , E = exp(-y1) , (11.2)

zas ZC i y sg okreslone wzorami (8.7) i (8.8). W ogdlnym przypadku linii
stratnej ZC i E sa skomplikowanymi funkcjami operatora Heaviside’a. Celem
rozwazan jest zapisanie réwnan linii w postaci makromodelu akceptowanego
przez program PSpice. Najprostszym sposobem zamodelowania réwnan (11.1)
jest uzycie Zrédet sterowanych ze stowem kluczowym "laplace". Zrédla tego
typu umozliwiajg wpisanie transmitancji - transformat Laplace’a - w postaci
funkcji zmiennej "s". Model linii z takimi Zrédlami zaprezentowano m.in. w
artykule [7] (Borja, Alonso, Perez). Rozwigzanie to ma jednak istotne wady:

1) Bezposrednie wstawienie transmitancji w postaci funkcji Zc(s) i E(s)
powoduje ktopoty ze zbieznoscig obliczen. Autorzy wspomnianego artykulu
omineli je wydzielajac z impedancji Zc(s) pewna liczbe rzeczywista modelo-
wang nastepnie za pomocag opornika.

2) Kazde Zrédlo sterowane typu "laplace" rezerwuje dla siebie duzy ob-
szar pamieci operacyjnej, pozwalajgc w przypadku komputera typu PC na ana-
lize obwodéw zaledwie z kilkoma elementami.

3) Kazde takie Zrédlo powoduje bardzo znaczace wydluzenie czasu obli-
czen. Wynika to stad, ze dla Zrdédta wyznaczana jest odpowiedZ impulsowa za
pomocg 8192 punktowego algorytmu FFT, a w trakcie analizy czasowej w kazdym
kroku obliczern dokonywany jest splot napieé czy praddéw sterujacych z tg
odpowiedzig (MicroSim [28], [29]). Z tego powodu zalecane jest - o ile to
tylko mozliwe - unikanie takich Zrdédet i stosowanie odpowiednika transmi-

tancji w postaci obwodu elektrycznego.
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4) Jak pokazano w rozdziale 8.3 wyznaczanie opdZnienia metoda splotu w
dziedzinie czasu prowadzi do znacznych bledéw. Takie opdZnienie jest jednym
z efektéw dzialania transmitancji E jak we wzorze (11.2). Zaleca sie w
zwigzku z tym wydzielanie idealnego opdZnienia, ktére mozna zamodelowad
odcinkiem bezstratnej linii dilugiej (MicroSim [28]).

Zaproponowany w tym rozdziale model linii dlugiej uwzglednia przedsta-
wione wyzej uwagi, a jego gldwna idea jest zaczerpnieta z artykulu Pala,
Miré [34]. Realizacja Zrédet sterowanych e, e, jak we wzorze (11.2) wymaga
syntezy transmitancji E. Aby wydzieli¢ z tej transmitancji czlon idealnego
opéZniania rozbijamy argument funkcji exp() na dwa skladniki (podobng

operacje wykonywano w rozdziale 8.2 i 10.1):
sl =1p + 7.l (11.3)

gdzie T jest opdéZnieniem jakie wnositaby linia bezstratna, za$ p jest ope-
ratorem Heaviside’a tj. p = 1/J”;. Podstawiajac (11.3) do (11.2) dostajemy

E = exp(-tp) exp(—yol) = exp(-tp) FC . (11.4)

Czton opézniajacy exp(-tp) moze zostal zrealizowany z pomocsg bezstratnej
linii ditugiej, zag transmitancja FC = exp(yol), ktéra jak wynika z wzordw
(11.2) jest transmitancjg napieciowo-napieciowag, moze byé zrealizowana w
postaci czwérnika. Zamiast syntezy czwdérnika o transmitancji FC mozna doko-
nywaé syntezy dwdjnika o impedancji (FC Rco)’ gdyz wzory (11.2) mozna prze-

ksztalci¢ do postaci:

e =expl-tp) (F. R ) ((2 u - e)/R )
1 c co 2 2" "co
(11.5)

e, = exp(-Tp) (FC Rco) (2 u

2 - el)/Rco) ,

1

gdzie Rco jest dowolng rezystancja, np. rezystancjg charakterystyczng linii
bezstratnej. Model obwodowy kazdego z réwnan (11.5) zawieraé wiec bedzie
Zrédlo pradowe wytwarzajace na impedancji (FC RCO) spadek napiecia podawany
na wejsécie linii dilugiej bezstratnej o czasie propagacji T. Model linii
dlugiej odpowiadajacy réwnaniom (11.1) i (11.5) przedstawiono na rys. 11.1.
Wystepujacy na tym schemacie dwdjnik FCR jest tak dobrany, Ze po polaczeniu
réwnoleglym z rezystancjg wejsciowg linii bezstratnej, wynoszacag w tym
wypadku Rco , dostajemy impedancje (FC RCO) :
1 -1 -1 -1

F =((F_ R ) -R Y =R _(F ~ -1)
c Co

(11.6)
CR co co ¢
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Rys. 11.1. Model linii dtugiej stratnej

11.2. Automatyczne generowanie makromodeli dwd jnikéw

W sklad modelu linii ditugiej wchodzg dwdjniki ZC i FCR, ktére odpowiada-
ja skomplikowanym (niewymiernym) funkcjom operatora Heaviside’a Zc(p) i
FCR(p). MoZna je wyznaczyé przy zastosowaniu kalkulatora liczb wielomiano-
wych. Rozwazmy linie stratng z parametrami jednostkowymi niezaleznymi od
czestotliwodci, ktére sg opisane wzorami (8.10), gdzie p = (“170™). Po
wyliczeniu ZC i FCR wedtug wzordw (8.7), (8.8), (11.6) dostajemy liczby
wielomianowe, ktére sg impedancjami opisanymi w dziedzinie transformaty
Laplace’a. Mozna dla takich impedancji wyznaczyé odpowiadajacy im uktad
drabinkowy RLC. Gléwng wada syntezy rzeczywistego dwdéjnika w takiej postaci
jest fakt, Zze w wyniku obliczen otrzymuje sie niekiedy elementy o wartos-
ciach ujemnych, np. ujemng rezystancje. W naszym wypadku nie jest to pro-
blemem, gdyZz elementy takie sg akceptowane przez program PSpice. Oczywidcie
w miare mozliwogci nalezy ich unikaé, gdyZz mogag one powodowaé Kklopoty ze
zbieznogcig obliczen.

Do syntezy obwodéw odpowiadajgcych Zc(p) i FCR(p) zastosujemy ten sam
algorytm. Rozwazmy wiec ogdlnie impedancje Z = Z(p), gdzie p = (“1707).
Poniewaz zardwno Zc = Zc(p) jak i ECR = FCR(p) sg liczbami wielomianowymi

rzedu zerowego, wiec zalézmy, ze Z ma postad
Z=0Z~ Z~Z~ .M =Z +Z p+Z pia+ ... (11.7)
0 1 2 0 1 2

Taka impedancje mozemy zrealizowad jako dwdjnik ZRC, badZ po odwréceniu
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zrealizowaé jako dwdjnik YRL. Odpowiednie schematy sag przedstawione na rys.
11.2. Na przyktad w celu wyznaczenia elementéw impedancji RC moZzemy
postuzyé sie nastepujacym algorytmem, ktéry w kroku k-tym (k=0, 2, 4, ...)

wyznacza Rk, a w kroku k+1 wyznacza Ck E
+

R — Z<k> X<k+1>= (Z<k>— R )—1
k 0 k
<k+1> <k+2> <k+1> -1 (11.8)
c =Y Z = (¥ - (~¢  ~0v)) )
k+1 -1 k+1
przy czym Z<0>= Z . Zauwazmy, ze Z<k> jest rzedu zerowego:
Z<k> _ (NZ<k>N, Z<k>N Z<k>N ) = ("R~ Z<k>N Z<k>N L) (11.9)
0 1 2 k 1 2
a po odjeciu Rk dostajemy liczbe wielomianowg rzedu -1, czyli jej
odwrotnosé jest rzedu 1:
Y<k+1> _ (NY<k+1>N Y<k+1>N Y<k+1>N N) _
= B -1 0 © T B
<k+1> <k+1> (11.10)
= ( Ck+1 Y0 , Y1 L)
Po odjeciu (NCk 1”0”) =p Ck ) od X<k+1> dostajemy znowu liczbe rzedu zero-
+ +

wego, stad Z<k+2> jest rzedu zerowego. Po wyznaczeniu pewnej skoriczonej
liczby elementéw przerywamy obliczenia, przy czym w przypadku ukladu RC
ostatnim wyznaczanym elementem musi by¢ opornik (jak na rys. 11.2), tak aby
dwéjnik nie stanowit przerwy dla pradu stalego. Umozliwia to programowi

PSpice poprawne wyznaczanie wartosci poczatkowych analizy czasowej.

Lt
G, G,
R, R, Ry
—|— C, —|— C, —|— Cia

Rys. 11.2 Dwéjnik Y_ i Z
RL RC

Analogicznie mozna utozyé algorytm dla admitancji RL, ktéry startuje od

X<0>= Z_l i w kolejnych krokach wyznacza: Gk z X<k> rzedu zerowego, oraz
Lk L Z Z<k+1>, ktére jest rzedu 1.
+

Algorytmy syntezy dwdéjnika RC i RL dotaczono do kalkulatora liczb wielo-
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mianowych. Produktem wyjsciowym kaZzdego z tych algorytmdéw jest zbidér teks-
towy, zawierajacy opis dwdéjnika w postaci instrukcji PSpice definiujacych
makromodel (rys. 11.3). Umozliwia to automatyczne wtaczanie wynikéw obli-
czen za pomocg kalkulatora liczb wielomianowych do symulatora PSpice. Po-
dobng idee automatycznego generowania makromodeli zaproponowano w mono-

grafii Connelly, Choi [13].

* deklarac ja Impedancji ZcRC(p) odpowiadajacej liczbie wielomian.
.subckt ZcRC 1 5

RO 12 5.00000000000000000E+0001
C1 25 3.20000000000000000E-0010
R2 2 3 2.00000000000000000E+0001
C3 35 7.99999999999999998E-0009
R4 3 4 6.89655172413793109E-0001
C5 4 5 2.69119999999999877E-0007
R6 4 5 2.04039991838400606E-0002
ends

Rys. 11.3. Fragment zbioru tworzonego przez generator makromodelu

Zajmiemy sie teraz problemem bledu jaki wnosi reprezentacja impedancji

ZC= Zc(p) czy ECR = FCR(p) w postaci obwodu ucietego do skoriczonej ilogci

elementéw. Na rys. 11.4 przedstawiono charakterystyki amplitudowe i fazowe
impedancji Zc(jw) (w przestrzeni funkcji a(t) = A ert mamy p = 1/Ig = jw)
i impedancji odpowiadajgcego jej obwodu sktadajgcego sie z 3 elementdw: RO,

Cl, Rz' Zgodnie z uwagami zawartymi w artykule Pala, Miré [34], wieksze

75 T - 0
N
i Zc
= 657 Iz¢ | - -0,02 &
= S
o N
N dok?adnie 2
T S
55 T + -0,04
----- synteza obw. RC i
45 et -0,06
1,0E+4 1,0E+5 1,0E+6 1,0E+7 1,0E+8 1,0E+9 1,0E+10 1,0E+11

f, Hz

Rys. 11.4. Charakterystyki amplitudowe i fazowe impedancji Zc(jw) oraz

odpowiada jgcego jej 3-elementowego obwodu RC
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bledy wystepujg dla niZzszych czestotliwogci. Wraz ze wzrostem ilosci ele-

mentéw obwodu RC bledy maleja, co ilustruje tabela 11.1. Dobra zbieznos$é

charakterystyk czestotliwosciowych wynika ze zbieznos$ci do zera ciggdéw {Rk}

i {1/C }, gdzie k=0, 2, 4, ...
k+1

. Na przyklad dla obwodu opisanego para-

metrami jak na rys. 11.3 rezystancja 1‘?6 jest 2500 razy mniejsza od RO.

IZCI arg ZC IFCRI arg FCR
3 1.005% 8.5897% 0.2547 8.5897%
5 0.0427% 0.4427% 0.0007% 0.477%
7 0.0147% 0.0557% 0.0007% 0.0687%

T—ilos’c’ elementéw dwé jnika RC

Tabela 11.1. Maksymalny blad wzgledny aproksymacji Zc(jw) i FCR(jw) za
pomoca dwd jnika RC

Symulacje komputerowe pokazaly, Ze elementy R i C obwodu odpowiadajacego
impedancji Zc(p) i FCR(p) majg dodatnie wartogci. Natomiast préby realiza-
cji odwrotnosci tych impedancji w postaci obwodu RL dawaly wszystkie ele-

menty o wartosciach ujemnych.

11.3. Przykltad analizy czasowej

Przyklad obliczeniowy z uzyciem programu PSpice wykonano dla linii diu-
giej o parametrach R’= 2.5Q/cm, L’= 10nH/cm, C’= 4pF/cm, G’'= 0.5 mS/cm, | =
10cm. Dla linii o tych parametrach przy pomocy kalkulatora liczb wielomia-
nowych wyznaczono Zc iF — nastepnie wygenerowano makromodele odpowiada-
jacych im obwodéw RC. Do analizy czasowej uzywano obwoddéw 7-elementowych.
Obwody te sag czesdcig skladowag modelu linii dlugiej stratnej jak na rys.

11.1. Analizowany obwdd z linia dluga przedstawiono na rys. 11.5 (Borja,

Alonso, Perez [7]), a wyniki analizy przedstawia rys. 11.6.

ECL
<>uo Modeél linii H R,
/]\ -0.75v Ul . U2
oo Stratng 100k
-1.6V/ L

Rys. 11.5. Analizowany obwdd
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Rys. 11.6. Przebiegi czasowe napied u, u, przy modelu linii jak na rys.
11.1, oraz réznica przebiegu napiecia u, wyznaczonego przy tym modelu a

napiecia u, przy modelu linii jak w artykule [7]

Wyniki uzyskiwane przy modelu jak na rys. 11.1 nie réznia sie istotnie
od wynikéw uzyskiwanych przy modelu jak w artykule Borja, Alonso, Perez
[7], co pokazuje na rys. 11.6 wykres czasowy réznicy dla napiecia u,, prze-
biegajacy bardzo blisko zera. RézZnig sie natomiast znacznie czasy analizy.

Na przyklad na komputerze PC 486 25MHz wynosily one: 6 sek. dla modelu jak
na rys. 11.1 i 21.25 sek. dla modelu jak we wspomnianym artykule.

Na zakonczenie trzeba podkreslié, Zze zaprezentowany w tym rozdziale
model linii stratnej z parametrami jednostkowymi niezaleZnymi od czestotli-
wosci moze byé wstepem do tworzenia modeli linii z parametrami zaleznymi od
czestotliwogci i linii sprzezonych, przy wykorzystaniu mozliwosci oblicze-
niowych kalkulatora liczb wielomianowych, jak na przyklad mozliwos$é diagona-
lizacji macierzy, dla ktérych wartosci wtasne i wektory wlasne sag funkcjami

operatora Heaviside’a p.
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12. MOZLIWE KIERUNKI DALSZEGO ROZWOJU METODY LICZB WIELOMIANOWYCH

W rozdziale tym zestawione bedag problemy, ukazujace mozliwosci zwieksze-
nia efektywnosgci obliczen metoda liczb wielomianowych i poszerzenia pola

zastosowanl metody.

12.1. Koprocesor FFT

Wazng cechg metody jest rozdzielenie procesu tworzenia algorytméw dzia-
fafni na liczbach wielomianowych od programowania aplikacji, wykorzystujacych
pakiet tych algorytméw. Stad przyspieszenie algorytmdéw dzialan na liczbach
wielomianowych powoduje automatyczne przyspieszenie dziatania wszystkich
aplikacji, ktére omawiang metode wykorzystuja. Jak wspomniano w rozdziale 4
najszybsza realizacje algorytmdéw podstawowych dzialan uzyskuje sie wyko-—
rzystujac algorytm FFT. Sprzetowa realizacja tego algorytmu moglaby znacz-
nie przysépieszyé obliczenia. Problemem, ktéry méglby wtedy byé podjety
byloby wykorzystanie algorytmu FFT nie tylko w dzialaniach podstawowych,

ale réwniez do obliczania elementarnych funkcji.

12.2. Liczby wielomianowe wyzszej kategorii

W rozdziale 2.4 wspomniano o liczbach wielomianowych wyZzszej kategorii,
ktére moglyby ulatwié rachunek operatorowy funkcji wielu zmiennych. Stwo-
rzenie kalkulatora (to jest pakietu algorytméw podstawowych dziatan i funk-
cji elementarnych) nie przedstawia wiekszych trudnogci. Liczby wielomianowe
drugiej kategorii dadza sie zaimplementowad nawet na komputerach klasy PC
(dla liczb wyzszych kategorii mogltyby wystapié problemy z dostepng pamie-
cig). Zastosowanie liczb wielomianowych wyZzszej kategorii jest mozliwe w
analizie pél dwu- i wiecej wymiarowych, analizie propagacji fali w ukladach
dwuwymiarowych: falowodach, liniach niejednorodnych w ptaszczyZnie poprze-

cznej.

12.3. Linie dlugie sprzezone, rachunek macierzowy

Badanie linii sprzeZonych magnetycznie prowadzi do macierzowych zalez-
noséci dla napieé i pradéw. Wykorzystanie liczb wielomianowych wymagatoby
opracowania odpowiednich algorytmdéw rachunku macierzowego. Nie ma oczywis-
cie klopotéw z dzialaniami jak dodawanie czy mnoZenie, ciekawe problemy
powstajg natomiast tam, gdzie konieczne jest zastosowanie algorytméw itera-
cyjnych, jak na przyktad przy wyznaczaniu wartosci i wektoréw wilasnych.
Autor przeprowadzil wstepne testy z takimi algorytmami. Na przyklad préba

zaimplementowania iteracyjnego algorytmu Jacobiego do wyznaczania wartosci
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i wektoréw wlasnych macierzy symetrycznej dala bardzo obiecujace rezultaty.
Wyznaczanie rozwigzania nastepowalo w niewielkiej ilogci krokéw, zaleznej
od wymagane]j precyzji rozwiazania. Implementacja algorytmu polegala na
odpowiedniej modyfikacji algorytmu przeznaczonego dla macierzy rzeczywis-—
tych. Zamieniono typ elementéw macierzy z liczb rzeczywistych na liczby
wielomianowe i zastapiono warunki stopu na zaleZznosci wynikajace z defini-
cji zbieznosci w przestrzeni czesciowo uporzadkowanej M*6 Mikusinskiego,

podane w rozdziale 3.5.

12.4. Nowy obiekt "Liczba - zbidér elementéw wykladniczych"

W rozdzialach 8 i 10 pokazano obiekty postaci (8.17) i (10.13), ktére
powstajg przy okazji analizy linii dlugiej metoda przeksztalcenia Lapla-
ce’a. Dla obiektéw tego typu nie mozna zdefiniowaé sumowania. Pokazano
sposéb ominiecia klopotéw z dodawaniem, poprzez odpowiednie przeksztalcenie
wzordéw, ktére pozwolilo na przechowanie skladnikéw sum w pamieci, az do
momentu obliczania transformaty odwrotnej Laplace’a. RéZzne obiekty takiej
postaci wystepuja réwniez w przypadku analizy linii dlugich sprzeZzonych
metoda przeksztalcenia Laplace’a z tym, Zze duze skomplikowanie wzordw nie
pozwala na wyznaczenie rozwigzania metoda odpowiedniego ich przeksztalce-
nia. W Dodatku B zaproponowano generalne rozwigzanie problemu dodawania
obiektéw postaci A eé, poprzez wprowadzenie obiektu nowego typu, ktéry
jest zbiorem dowolnej ilosci elementéw A e2 . Oméwiono algorytmy czterech
podstawowych dzialari i pokazano mozliwo$é przyblizania zbioru nieskoriczenie
licznego zbiorem o licznosci skoniczonej, co prowadzi do wykonywania dziatan

w czasie skonczonym i przy zajeciu skonczonego obszaru pamieci.

12.5. Powrét do funkcji wymiernych

Metoda liczb wielomianowych jest alternatywg w stosunku do szeroko sto-
sowanych w rachunku operatorowym rozwigzan opartych o funkcje wymierne.
Szczegblnie czesto mozna spotkadé uklady cyfrowe realizujace transmitancje
dang w dziedzinie transformaty Z w postaci funkcji wymiernej. Mozna by
korzystaé¢ z prostoty obliczenn metodag liczb wielomianowych na przyklad w
celu wyznaczenia transmitancji linii dlugiej stratnej, a po wykonaniu obli-
czefl przej$é do funkcji wymiernej (wzér 5.3), postugujac sie posrednio
rozwinieciem liczby wielomianowej w ulamek lardicuchowy. Taki ulamek uciety
do skoriczonej ilogci cztonéw pozwala sie zawsze przedstawié w postaci funk-
cji wymiernych. Funkcje taka mozna by wykorzystaé do konstrukcji cyfrowego
symulatora linii dlugiej. Préby - symulacje cyfrowe - wyznaczania funkcji

wymiernej odpowiadajacej liczbie wielomianowej metoda aproksymacji Padego
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daly bardzo pozytywne wyniki. Przy odpowiednim wykorzystaniu wskazZnikéw
jakogci aproksymacji funkcje byty odtwarzane jednoznacznie, to jest prawi-
dlowo byt wyznaczany stopien licznika i mianownika oraz wartosci wspdlczyn-
nikéw. W przypadku liczb wielomianowych wyznaczanych z wykorzystaniem pier-
wiastkowania i funkcji exp(), jak to ma miejsce w obliczeniach dla linii
dlugiej, nie daje sie wyznaczy¢ jednoznacznie funkcji wymiernej, co prowa-

dzi do wniosku, Zze rozwigzanie w postaci takiej funkcji nie istnieje. Zwie-
kszanie stopnia licznika i mianownika tej funkcji daje natomiast coraz

mniejszy blad aproksymacji.

12.6. Obwody nieliniowe

Podczas analizy obwoddéw z wykorzystaniem przeksztalcenia Z nie opusz-
czamy dziedziny czasu. Cyfry liczb wielomianowych sg prébkami funkcji cza-
sowych. Stad istnieje szansa uwzglednienia nieliniowych elementéw w anali-
zowanym uktadzie. Niestety, metoda liczb wielomianowych w takiej postaci
jak to opisano w rozdziale 6.2, wymaga podania zaleznogci miedzy pradami i
napieciami na poczgtku obliczen i nie pozwala na ich uzaleZnienie od wyli—-
czanych potem wartosci. Prawdopodobnie mozna jednak tak przeorganizowad
algorytmy obliczeni, aby kolejno wyznaczane prdébki napieé czy praddéw
uwzglednialy nieliniowogéci w obwodzie, modyfikujac w trakcie obliczen odpo-
wiednie impedancje. Problem uwzglednienia nieliniowogci jest jednym z naj-
ciekawszych kierunkéw dalszych badan. Metoda liczb wielomianowych mialaby
wtedy zastosowanie w przypadkach, gdzie pewne czesci obwodu sa opisywane
skomplikowanymi zaleZznos$ciami rézniczkowymi, a inne zaleZno$ciami nielinio-
wymi, czyli miedzy innymi w przypadku linii dlugiej z parametrami zaleznymi

od czestotliwogci i obcigzeniem nieliniowym.
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13. WNIOSKI KONCOWE

W pracy zaprezentowano opracowang przez autora metode liczb wielomiano-
wych. Pomysltem, ktéry legt u podstaw metody, bylo przeniesienie algorytméw
zmiennoprzecinkowych znanych dla zwyklych liczb rzeczywistych w dziedzine
rachunku operatorowego. Zastosowano wiec znany w heurystyce mechanizm ana-
logii (Géralski [15]), co zaowocowalo opracowaniem metody komputerowej poz-
walajacej na skuteczne rozwiazywanie zlozonych probleméw rachunku operato-
rowego, jakie powstajg miedzy innymi przy analizie propagacji sygnaléw w
obwodach elektrycznych.

Z przedstawionych w pracy twierdzen i przyktadéw wynika, Ze osiagniety
zostal cel pracy, to jest zastosowanie metody liczb wielomianowych do ana-
lizy czasowej obwodéw rozlozonych. Wykazano przy tym teze pracy, pokazujac,
ze metoda liczb wielomianowych i opracowane dla niej oprogramowanie stano-
wig skuteczne narzedzie analizy propagacji sygnaléw, zwlaszcza w obwodach
rozlozonych, przy czym metoda daje mozliwo$é postugiwania sie rozbudowanymi
modelami tych obwodéw, zarédwno dla sygnaléw ciagtych, jak i dyskretnych.

Nowe elementy tej pracy mozna, zdaniem autora, okregli¢ nastepujaco:

1) Implementacja komputerowa metody operatoréw liczbowych Bellerta.
Oryginalna metoda Bellerta byla pomy$lana jako alternatywny wobec przeksz-
talcenia Z sposéb rozwiazywania réwnan réznicowych, pozostajac w podobnym
stosunku do tego przeksztatcenia jak metoda operatoréw Mikusifiskiego do
przeksztalcenia Laplace’a. Wspdlczesne érodki techniczne doskonale nadajg
sie do stosowania opracowanej prawie 40 lat temu metody, a ta praca stwarza
okazje do jej przypomnienia.

2) Polgczenie elementéw takich dziedzin jak teoria operatoréw liczbo-
wych, algebraiczny rachunek operatoréw, arytmetyka zmiennoprzecinkowa liczb
rzeczywistych i arytmetyka wielomianéw, co miedzy innymi pozwolitlo objaé
metodg liczb wielomianowych uklady z sygnalami cigglymi i dyskretnymi.
Wlaczenie do rachunku operatorowego metod liczenia na liczbach rzeczywis-
tych uczynito ten rachunek bardzo skutecznym, to jest uzyskanie wynikéw nie
jest warunkowane wartosciami danych, jak to ma miejsce przy klasycznym
podejsciu, gdzie trzeba rozwazaé osobno jednokorotne i wielokrotne wartosci
wlasne czy tez wartos$ci wlasne zespolone i rzeczywiste.

3) Oprogramowanie zestawu algorytméw dzialan podstawowych i funkcji
nazwanego kalkulatorem liczb wielomianowych, ktéry pozwala na prowadzenie
rachunkéw w dziedzinie operatorowej podobnie do rachunkéw na kalkulatorze
dla liczb rzeczywistych czy zespolonych.

4) Podanie metody wyznaczenia rozwigzania dla przypadkéw, gdzie wystepu-
ja funkcje exp(x) z argumentami x, przy ktérych szereg o wyrazach x"/n!

jest rozbiezny (przeksztatcenie Laplace’a) lub daje wyniki obarczone duzym
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bledem (przeksztalcenie Z).

5) Umozliwienie rozwigzywania trudnych zagadnien elektrotechniki, jak na
przyklad tych, ktére wystepuja przy analizie linii ditugiej, gdzie transfor-
maty Laplace’a czy Z nie dadzag sie przedstawié¢ w postaci funkcji wymiernej,
w tym mozliwo$é postugiwania sie rozbudowanymi modelami obwoddéw przy réz-
nych warunkach obcigZzenia i z uwzglednieniem réznych efektéw pasozytniczych
zwigzanych na przyklad z efektem naskérkowosci czy zblizenia przewoddw.

Zdaniem autora, metoda kryje w sobie wiele jeszcze nie zbadanych mozli-

wosci, o czym $wiadcza cholby problemy wymienione w rozdziale 11.
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DODATEK A
RACHUNEK OPERATOROW W PRZESTRZENIACH LINIOWYCH

Zebrano tu kilka podstawowych definicji z podrecznika Bittnera [5]

wykorzystywanych w tej rozprawie.

A.1. Operacje liniowe

Punktem wyjécia do rozwazan jest przestrzen liniowa L nad cialem K,
czyli zbér elementéw x, y, z,... a, b, ¢, ... € L, w ktérym okreslone jest
dodawanie x + y € L oraz iloczyn ax € L, dla x €e L i o € K, przy czym (dla

o, B eK)

L.1 X +y =y +Xx

L.2 (x +y)+z=x+(y + z)

L.3 réwnanie a + x = b jest rozwiazalne jednoznacznie
L.4 alx + y) = ax + ay

L.5 (¢ + Blx = ax + Bx

L.6 alBx) = («B)x

L.7 Ix = x

Przyktadem przestrzeni liniowej nad cialem liczb rzeczywistych moze byd
np. zbiér Co(a,b) funkcji rzeczywistych ciggtych f: (a, b) > R danych
wzorem f: t - f(t), przy zwyklym dodawaniu funkcji (o tej samej dziedzinie)
i mnozeniu funkcji przez liczby rzeczywiste. Za Mikusifiskim, funkcje trak-
towana jako pojedynczy element zbioru, oznaczaé bedziemy badZ litera, np.
f, badZz wzorem ujetym w nawiasy "{ }", np. {f(t)} (nawiasy te sg réwnoczes-
nie w innym kontekécie uzywane do zaznaczania zbioru elementéw). Innym
przyktadem przestrzeni liniowej jest zbidér C(N) ciggdéw rzeczywistych
x = {xk}, przy zwyklym dodawaniu i mnozeniu ciggédw przez liczby rzeczywis-—
te.

Rozwazmy teraz funkcje (operacje) liniowg U: X - Y dang wzorem
x = Ulx), gdzie X i Y sa pewnymi przestrzeniami liniowymi (inaczej bedzie-

my zapisywaé y = Ux albo U € £(X,Y) ) o wlasnosciach:
Ulx +x ) = Ux + Ux_, Ulax) = « Ux, dla x ,x ,x € X, a € K
172 1 2 1’72
W zbiorze operacji liniowych 2(X,Y) mozemy okresgli¢ dzialania sumy

U1+ U2 € #(X,Y) oraz iloczynu przez liczbe (element z K) a U € £(X,Y) za

pomoca wWzordéw:

U+U)x=Ux+Ux, () x = a Ux .
1 2 1 2
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Zbiér operacji liniowych z takimi dziataniami stanowi przestrzen liniowa.

W przypadku gdy przeciwdziedzina Y operacji U zawiera sie w jej dziedzi-
nie X, tj. gdy mamy operacje U € £(X,X), ktérg nazywa sie endomorfizmem,
mozna okresli¢ n-tg superpozycje U nazywang n-ta potega U:

0

U=idX:XHx,Un=UUn_

Yt U=U W™ %) . (A.2)

Jadrem operacji U € £(X,Y) nazywaé bedziemy zbdr
Ker U = {x € X: Ux = 0} (A.3)

czyli zbidér takich argumentéw x € X, ktérym U przyporzadkowuje wartosé O.
Jezeli zbiér ten jest zbiorem jednoelementowym {0}, tj. jezeli Ker U = {0},
woéwczas réownanie Ux = y jest rozwiazalne jednoznacznie. Istnieje wiec wtedy

operacja odwrotna vl y B x = U_ly

A.2. Pochodna, pierwotna i warunek graniczny jako tréjka operacji liniowych

Niech L% i L' beda dwiema przestrzeniami liniowymi. Kazdg tréjke opera-

cji S, T, s

S e §€(L1,L0), przy czym S(L1)=L0,

T e 2(L°L (A.4)
s € §€(L1,L1), a dokladniej s € §€(L1,Ker S),

ktéra spelnia nastepujace warunki:

STf=f, czyli ST-= idLo (A.5)

TS x=x-5s5x, czyli TS=idL1—s,

nazwiemy odpowiednio pochodnag (S), pierwotng (T) i warunkiem granicznym (s)
w rachunku operatoréw CO(LO,LI,S,T,S). idLo oznacza tu tozsamos$é na LO, zas
idLl tozsamosé na L.

Zbiér Ker S, tj. zbiér argumentéw, dla ktdérego pochodna przyjmuje war-
toéé 0, nazwiemy zbiorem stalych pochodnej S. JeZzeli Ker S # {0}, to po-
chodna jest nieodwracalna, a réwnanie rézniczkowe S x = f jest rozwigzalne
niejednoznacznie, bo wraz z elementem Xx spelnia to réwnanie réwniez element
x+c, gdzie ¢ jest dowolng stalg (c € Ker S). Natomiast zawsze odwracalna
jest pierwotna T, bo dla T f =0 mamy ST f =0 (gdyz ST = idLo), a stad
f =0, czyli Ker T = {0}. Pierwotna i pochodna nie sg przemienne.

Warunek graniczny jest calkowicie zdeterminowany przez pochodng i pier-

wotng: s = idLl - T S .0to kilka jego wlasnosci:
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sT £f=0, Ssx=0, s°x =5 x (stqun=s).

Przyktady rachunkdéw operatordéw:

1. LO = Co(a,b), Ll = Cl(a,b), S = it ’ T =J ’ 5=

S {x(t)} = {dﬁiit)}, T A{f(t)} = {E flo)dty, s {x(t)} = {x(to)}, przy

0
czym toe (a,b). Zauwazmy, Ze warunek graniczny s przyporzadkowuje funkcji
{x(t)} nie liczbe x(to), lecz funkcje stalq{x(to)}, przyjmujaca w calym

przedziale (a,b) wartosé x(to).

2. L =L =C(N) czyli obie przestrzenie LO, L' sg przestrzeniami
ciggdéw liczbowych {xk}, S {xo,xl,xz,...} = {xl,xz,xs,...}, T {xo,xl,xz,...}

= {0,x ,x,...}, si{x ,x ,x ,...} = {x ,0,0,0,...}
0’71 07172 0

3. Dla pewnego dwuwymiarowego obszaru Q ¢ R 1° = CO(Q), ' = CZ(Q),
2
a y X
S=—gor, T{fley)} = {J f FEmdEdn}, s {ule,y)} = {ulx,aly)
Y alx)? B(n)

+ Iy u (B(m),n)dn}, przy czym y = aly) i x = B(y) sg krzywymi, na ktérych
postawiono warunki na funkcje ulx,y) i ul(x,y).
A.3. Wzér Taylora

JeZzeli pierwotna T jest endomorfizmem, tj. jezeli L' c LO, mozemy moéwié
o0 n-tej iteracji T". Mozna wtedy réwniez okresli¢ drugg pochodng s%
x > S(Sx) na pewnej podprzestrzeni L? przestrzeni Ll, tj. s%e §€(L2,L1),
L% ¢ Ll, a przez indukcje k-tg pochodng sf= s Sk_l, s e .SB(Lk,Ll),

Fcrf'c . cr?citcl®

Tw. (Bittner [5], tw. 6, str. 32)

Przy danej n-tej pochodnej S" e .SB(Ln,Ll), gdzie L" ¢ LO, zachodzi wzdr

Taylora
x=x +Tx +T%% + ... +T % +T"S"x ,
0 1 2 n-1
gdzie x e Ln, sSkx = xk eKerS, k=0,1, ....,n-1 .

A.4. Przestrzen wynikéw

Rozwazmy réwnanie A x = f, gdzie f jest elementem pewnej przestrzeni X,
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zas A jest pewng operacja wzajemnie jednoznaczna (injekcja) i endomorfizmem

(tj. A(X) ¢ X oraz réwnanie A x = O pociaga za sobg x = 0, a jeszcze ina-

czej méwiac endomorfizm A nie jest dzielnikiem zera). Rozwigzanie x tego

réwnania nie zawsze bedzie istniato wérdd elementéw zbioru X. Mozemy jednak

zapewnié istnienie rozwigzania rozszerzajac przestrzen X do przestrzeni
2(X), nazywanej dalej przestrzenig wynikdéw, ktérej elementami sg ulamki

(pary) —q Przy nastepujacych definicjach réwnosgci i dziatan:

%=% o Vf=Ug
b o Y
-

gdzie f, g € X, za$ o mianownikach U, V zakladamy, Ze sg endomorfizmami
przemiennymi, nie bedacymi dzielnikami zera, tj. zakladamy, Ze nalezg one
do ustalonej pdélgrupy przemiennej endomorfizméw i zarazem injekcji, ktérag

oznaczmy przez m(X) o wlasnosciach:

U: X — X.
WU Ww=UuWUwvu)
123 1 23
vu=UU
12 21

Uf=0> f=0

dlaU,U,U,UenX), feX
1 "2 T3

Elementy f z przestrzeni X dajg sie utozsamiaé¢ z elementami przestrzeni
wynikéw Z(X) typu f/idx, poprzez izomorfizm f f/idx. Ten izomorfizm
pozwala traktowal przestrzern wynikéw Z(X) jako rozszerzenie przestrzeni X.

Przyktad:

Niech przestrzed X = CI(O,oo), a operacja T = J”; . Réwnanie

T x = {1}, tj. Jt x(t)dt =1,

0
nie ma rozwigzania w X, ale ma w Z(X):

xéX,x={,}—}=ﬁeE(X).

{1} oznacza funkcje Heaviside’a przyjmujaca wartosé 1 dla t € (0,) [
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A.5. Operator Heaviside’a

Niech A bedzie endomorfizmem (ale niekoniecznie injekcja) przemiennym z
endomorfizmami, injekcjami U € m(X).

A =

Operatorem W := I~ ne przestrzeni wynikéw E(X) nazywamy operacje

liniowsg,

f o ._ Af

. . . .. . A
Operacje A: X+— X mozna utozsamial z operatorem postaci q
X

Operatorem Heaviside’a p przy pierwotnej T nazywamy operator

idLo

id o
gdzie idLo jest tozsamoscia na L°. Mamy oczywiscie T = ?L .Operator p jest

wiec dzieleniem przez pierwotng. Pierwotna jest odwrotnoscig operatora p,
ale nie odwrotnosgcig pochodnej S, ktéra jest nieodwracalna, gdy zbidér

statych Ker S # {0}. Ze wzoru Taylora wynika wazna zaleznosgé:

S = px - pnxo— pn_lxl—...— P x , (A.12)
n-1

gdzie xk= S Skx, k=0, 1, ..., n-1.
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DODATEK B
LICZBA - ZBIOR ELEMENTOW WYKEADNICZYCH

W rozdziale 8 i 10 pokazano obiekty postaci (8.17) i (10.13), ktére
powstajg przy okazji analizy linii dlugiej metoda przeksztalcenia Lapla-
ce’a, dla ktérych niewykonalne jest dodawanie. Zaproponowano sposdéb ominie-
cia trudnosci z dodawaniem poprzez przechowywanie kolejnych sktadnikéw w
pamieci, az do momentu obliczania transformaty odwrotnej. RéZzne obiekty
takiej postaci wystepuja réwniez w przypadku analizy linii dlugich sprzezo-
nych metodg przeksztalcenia Laplace’a, z tym, Ze skomplikowane wzory dla
napieé¢ i pradéw linii nie pozwalaja skorzystalé ze sposobdéw podanych w roz-
dziatach 8 i 10. Przedstawione ponizej rozwazania sg propozycja generalnego
rozwigzania problemu niewykonalnosgci dodawania.

Obiekty postaci (8.17) i (10.13) moga by¢ ogdlnie zapisane jako A 2,
gdzie A i a sg liczbami wielomianowymi, przy czym a = (¥-T~ 0~) dla wzoru
(8.17) , a = ("-T~-B~ 0~) dla wzoru (10.13). Obiekt A = nazwijmy elementem
wyktadniczym. Rozwazmy zbiér elementéw wykladniczych { Aneén } skoriczonej
licznosci. Istnieje mozliwo$é przechowywania takiego zbioru o nieokreslonej
ilogci elementéw w komputerze w postaci na przyklad struktury typu lista
(wspéblczesne jezyki programowania udostepniajg jeszcze efektywniejsze stru-
ktury danych do przechowywania zbioru elementéw, jak na przyktad struktura
typu kolekcja). Dla zbioréw elementéw podamy algorytmy podstawowych dzia-
tan, przy czym wazZne tu jest, co wynika z zastosowan tego typu obiektéw, ze
elementy zbioru beda poddane transformacie odwrotnej Laplace’a i na koniec
dodane, oraz, ze elementy te zawierajg operatory przesuniecia w dziedzinie
czasu, choé niekiedy moZze byé to przesuniecie o czas 0. Zbiér elementéw
wykladniczych traktujemy wiec jak zbiér skladnikéw, z tym, Ze ich suma nie
ma wyniku w postaci elementu wyktadniczego. Dla zbioréw okreslamy dodawanie
jako sume mnogosciows (elementy beda dodane dopiero po obliczeniu transfor-

maty odwrotnej)

a

{ Aneén b+ { BmeQm Y= {4 4, BmeQm y (B.1)

n
i odejmowanie, jako dodawanie elementu przeciwnego

(A ) - {BePn)={4ack, B
n m

€
n m

Mnozenie okreslamy jako sume iloczynéw kazdego elementu jednego ze zbiordéw
z kazdym z elementéw drugiego ze zbioréw (rozdzielno$é mnozZenia wzgledem

dodawania)

{ Aneén } { Bmegm } = Z { An Bm e(én * Qm) } . (B3)

,
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Operacja mnozenia powoduje wiec silne zwiekszenie licznogci (mocy) zbioru,
a co za tym idzie, zajecie duzego obszaru pamieci komputera. Okazuje sie
jednak, Zze mozna pomingé czes$é elementédw zbioru i to bez Zadnej straty dla
dokladnos$ci rozwigzania, o ile interesuje nas transformata odwrotna w skon-
czonym przedziale czasowym. Otéz z kazdym z elementédw zwigzany jest czas
opéZnienia Tn wystepujacy w a = (N—TnN...N). Uporzadkujmy elementy wedlug
rosnagcego opdZnienia Tn

{Aeéo , Ae% . .. ANeéN } .

Jezeli interesowal nas bedzie transformata odwrotna w przedziale czasowym

nie przekraczajacym TMAX, to wszystkie elementy, ktére majg opdZnienie

T > TMAX mozna pomingé, bo nie bedg wplywaly na rozwigzanie. Zauwazmy przy
n

tym, Zze dodawanie i odejmowanie nie zmienia opdZnienia elementu, natomiast
mnozenie moze co najwyzej zwiekszyé opéZnienie, co wynika ze wzoru (B.3) i
faktu, ze opdéZnienia wnoszone przez uklady przyczynowe sa nieujemne. W
przypadku wiec tych dzialain wolno opuszczaé elementy z opdéZnieniem Tn> TMAX
na kazdym etapie obliczen. Uporzadkowanie elementéw pozwala dodatkowo na
pewna operacje zmniejszajgcg liczno$é zbioru. Otéz, jezeli w zbiorze ele-
mentéw wystepuje para elementéw postaci A eé, B eé, to mozna ja zastgpid

jednym elementem wedlug wzoru

a a

A e + B e =(A+B)eé

Rozwazmy teraz problem dzielenia. MoZzna podaé wzdér do obliczania odwrotnos$-

ci zbioru
1 1
{Aeéo,Ae%, AeéN} {Aeé0}+{Aeé1, AeéN}
0 1 N 0 1 N
A_l e 2o
—_— 0 =
1+44 A'e N %, A Ate N &)
1 7o N T0
o0
= A_le_éo } {4 Ate &y & , A At e &y 2y k ,
170 N0
k=0
przy czym k-tg potege zbioru (k = 0, 1, ...) moZzna uzyskaé za pomocg zde-

finiowanego wyzej mnozenia. Dzieki posortowaniu zbioru wedlug rosngcego
opéZnienia, opdéZnienie TO wystepujace w a = (N—TON...N), jest nie wieksze

od kazdego innego opéZnienia elementéw tego zbioru, a stad wszystkie opdz-

(B.5)

nienia w zbiorze wystepujacym pod suma w (B.6) sa nieujemne. Problem odwra-
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cania zostal w ten sposéb sprowadzony do sumowania i mnozZenia. Tak wiec
nowy obiekt - zbiér elementéw wykladniczych - z dzialaniami jak wyzej two-
rzy cialo, i mozna traktowaé go jako nowa liczbe. Dla takich liczb mozZna
zaprogramowacd kalkulator, to jest zestaw algorytméw podstawowych dzialan i
uzywaé go w obliczeniach pozostawiajac komputerowi problem dynamicznego
zajmowania pamieci i upraszczania struktury liczby. Konieczne jest przy tym
zalozenie na poczatku horyzontu czasowego TMAX, dla ktérego chcemy uzyskad
rozwigzanie, podobnie jak trzeba na poczatku przyjaé¢ zalozenie co do ilosci
cyfr mantys liczb wielomianowych i ilosci bitéw dla mantys liczb rzeczywis-

tych.
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DODATEK C
BIBLIOTEKA ALGORYTMOW DZIAELAN NA LICZBACH WIELOMIANOWYCH

Na dyskietce dolaczonej do pracy w katalogu \TPU znajduje sie biblioteka
zawierajaca procedury dziatan na liczbach wielomianowych i procedury pozwa-
lajace na przedstawianie transformat odwrotnych Laplace’a i Z w postaci
wykresu. Biblioteka zostala skompilowana przy uzyciu pakietu Turbo Pascal
wersja 6.0 firmy Borland. Procedury wyswietlania wykreséw wykorzystujg
ponadto biblioteke Turbo Pascal Graphix Toolbox tej samej firmy (moduty:
GDriver.tpu, GKernel.tpu, GWindow.tpu, GShell.tpu). Biblioteka ta zostata
skompilowana dla kart graficznych typu EGA i w takiej wersji nie dziala na
kartach typu Hercules.

Biblioteka dostepna na dyskietce sklada sie z moduléw: Commn_AK.tpu,
Mouse_MS.tpu, AK_TG.tpu, Grapher.tpu, Graphs.tpu, MantCalc.tpu,
PN1_Calc.tpu, PNIn_TO.tpu. Modulom tym towarzysza opisy ich czesci publicz-
nej w postaci zbioréw tekstowych z rozszerzeniem ".doc". Znajduja sie tam
réwniez komentarze dotyczace przeznaczenia moduléw i uwagi o sposobie wyko-
rzystania procedur i funkcji. Moduly napisane sa z wykorzystaniem obiekto-
wego stylu programowania. Autor wykorzystal specjalng, opracowang przez
siebie technike programowania, ktéra pozwala na wykonywanie ciggu dzialan z
nawiasami, przy automatycznym zajmowaniu i zwalanianiu pamieci przez wyniki
pomocnicze, to jest wyniki dzialadn w nawiasach.

Procedury dzialai staloprzecinkowych na liczbach wielomianowych zawarte
sg w module MantCalc.tpu. Procedury te operuja na liczbach z jedng cyfra
przed przecinkiem, to jest liczbach postaci (NaON, alN aZN ...amaX—NN),
gdzie indeks ostatniej cyfry max_N jest zmienng o wartosci 2"-1, n - liczba
naturalna i max_N = max_N_const=127. Cyfry a, sa liczbami rzeczywistymi
typu float = extended. Koprocesor arytmetyczny jest zalecany, ale gdy go
brak, to automatycznie wlgczana jest jego emulacja.

Gléwnym modulem dzialari zmiennoprzecinkowych jest PNI1_calc.tpu (kalkula-
tor liczb wielomianowych). Dzialania sg wykonywane na liczbach w postaci
(NaON, a~ar ...amaX—NN) (~1~70™)° (typ PN1). Zaklada sie tu mozliwosdé
wykonywania ciggu operacji np.: ¢ := a + b*(a-c)/d . Taki ciag operacji
powoduje powstawanie wynikow tymczasowych (pomocniczych), ktére po wyko-
rzystaniu powinny byc usuniete z pamieci. Zagadnienie to rozwigzano w na-
stepujacy sposéb:

1. Procedury wykonujgce operacje sg typu constructor, dzieki czemu moga
byé uzyte w funkcji NEW, ktéra po zajeciu miejsca na stosie uruchamia odpo-
wiednig procedure-operacje i zwraca wskaznik wyniku.

2. Argumenty procedur-operacji sg wskaZnikami (pointers) przekazywanymi

przez wartosé, dzieki czemu kazdy argument moze by¢ ustawiany przez funkcje
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NEW, ktéra moze wywolaé inna procedure-operacje. Pozwala to na laczenie

operacji w diluzsze ciagi, np. operacje c:=a + b*c zapisujemy nastepujaco:

c™.is (a,’+’,NEW(...,is (b,”*’,c)) ,

gdzie argumentami pierwszego konstruktora "is" obliczajgcego sume sg wskaz-

nik "a" i warto$é funkcji "new...", zag argumentami drugiego konstruktora

"is" obliczajacego pomocniczy iloczyn sa wskazZniki "b" i "c".

3. W czasie wykonywania ciagu operacji powstaja wyniki tymczasowe, ktére
po uzyciu powinny by¢ usuniete ze sterty. Dzieje sie to przy koncu kazdej
procedury-operacji. Trzeba oczywidcie rozrézniaé argumenty tymczasowe od
argumentéw, ktérych usuwad nie nalezy. Zapewnia to typ obiektowy dziedzi-
czony z typu bazowego, dla ktérego tworzymy kalkulator i rozniacy sie od
niego jedynie polimorficzng metoda DISPOSE_OR_NOT. Metoda ta zdefiniowana w
typie bazowym jest metodg pustg (nie wykonuje Zadnej operacji), natomiast
zdefiniowana w typie pochodnym dokonuje samozniszczenia obiektu, co powodu-
je m.in. zwolnienie zajmowanej przez niego pamieci. Typowi wskaZnikowemu
dla typu obiektowego pochodnego nalezy dla wygody nadaé krétka nazwe. Be-
dzie ona uzywana w funkcjach NEW, zwracajacych wskaZnik do wynikéw tymcza-
sowych.

Procedury-operacje dzialan na liczbach wielomianowych maja nazwy IS,

IS , IS R, IS_C i odpowiadajg operacji podstawienia ":=".
- IS dotyczy operacji dwuargumentowych (x+y, x-y, x*y, x/y, ...)
- IS_ jednoargumentowych (1/x, -%X, sin X, exp X, In x, ...)
- IS_R jednoargumentowych wymagajacych dodatkowo liczby rzeczywistej
(r*x, x**r [real power], ... )
- IS_C generuje najczedciej uzywane stale:
1 - a ("17)
_10 = a ("1707)
p_trap > 4/a ("7,-1717-17...)
p_prost -> 1/a (~1~,-17)
_1n = a (™17, 17171 )

Wazng zaleta prezentowanego podejscia jest wykorzystanie "naturalnych
mozliwosgci" programowania zorientowanego obiektowo. Nie ma przy tym klopo-
téw z tworzeniem typéw pochodnych, co pozwala na daleko idace rozwijanie
biblioteki. Podejscie to mozna zastosowad przy oprogramowywaniu innych
arytmetyk, np. rachunku macierzowego.

Modut PNIn_TO wprowadza typ pochodny dla typu PNI1 zdefiniowanego w
PN1_calc.tpu. Dodane sg dwa nowe pola:

- nazwa przypisana liczbie (max. 10 znakéw), ktéra ulatwia <Sledzenie obli-
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czen,

- liczba rzeczywista TO, umozliwiajaca zapamietanie opdéZnienia wyznacza-
nego podczas obliczania funkcji exp(); liczba ta wykorzystywana jest
podczas obliczania transformaty odwrotnej Laplace’a.

Przykladem wykorzystania tych bibliotek jest program Simpl_ Ex.pas, w
ktérym obliczany jest prad w obwodzie szeregowym RLC po zalaczeniu napiecia
statego. Obliczenia wykonywane sa z uzyciem przeksztalcenia Laplace’a oraz
przeksztalcenia Z przy wykorzystaniu metody prostokatéw i trapezéw. Ich
wyniki przedstawiane sa na wykresie w trybie graficznym. Podczas wyswietla-
nia wykresu w gérnej czesci ekranu pojawia sie informacja dotyczaca wykre-
séw, ich oznaczenia i numeracji. W dolnej czesci ekranu wyswietlany jest
wiersz menu, informujgcy o aktualnie dostepnych operacjach:

+ Nr / - Nr -pokaz/ukryj wykres Nr

np.: "-2" -ukryj wykres numer 2, "+2" -narysuj wykres 2

* Nr -zalacz/wyltacz linie laczaca punkty dla wykresu Nr

< Nr / > Nr -zwiekszaj/zmniejszaj rozmiar punktéw dla wykresu Nr

Kod Nr -ustaw (zmienl) kod znaku punktu dla wykresu Nr

np.: "12" ustaw kod znaku na 1 (plusy) dla wykresu nr 2

Kody punktéw sg nastepujace:

0: — (linia) 5 O
1. + 6: Y
2: X 7. *
3: o 8 o
4: m 9:

Z lub ENTER lub lewy klawisz myszy
- powiekszanie (operacje wykonuje sie za pomocg klawiatury
lub myszki)
B lub ESC lub prawy klawisz myszy
- powrét do poprzednich rozmiardéw
P - drukowanie (wydruk na drukarke, do zbioru, wydruk kolumn
danych przygotowany m.in. do narysowania za pomoca
programu Grapher)

Q - wyjscie z programu
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DODATEK D
PRZYKEAD WYKORZYSTANIA BIBLIOTEKI ALGORYTMOW DZIAEAN NA LICZBACH
WIELOMIANOWYCH DO ANALIZY STANU NIEUSTALONEGO LINII DEUGIEJ

Na dyskietce dolaczonej do pracy w katalogu \DEMO znajduje sie program
LINIA1O.EXE do analizy stanu nieustalonego linii dlugiej dowolnie zasilanej
i obciazonej. Transformaty Laplace’a impedancji obcigZzajacych, parametréw
jednostkowych i napiecia wymuszajacego, zadawane sg przez uzytkownika w
postaci funkcji wymiernej. Wymienione wielkosci mogg by¢ réwniez wielomia-
nami - wtedy mianownikowi odpowiedniej funkcji wymiernej nalezy nadaé¢ war-
to$é 1. Obliczenia wykonywane sg przy uzyciu transformacji Laplace’a i Z,
jak to opisano w rozdziale 8. Dla transformaty Z przyjeto metode trapezéw
do wyznaczenia operatora p,.

Po uruchomieniu programu ukazuje sie ekran jak na rys. D.1. Po nacignie-
ciu klawisza <TAB> znajdujemy sie w trybie edycji, co jest sygnalizowane
pojawieniem sie pola edycyji obramowanego podwdjnag linia ze strzatka w
lewym gérnym rogu. Strzalka wskazuje aktualnie zmieniany parametr. Na rys.
D.1. pole edycji znajduje sie pod wspdlczynnikiem stojgcym przy p1 w licz-
niku funkcji wymiernej opisujgcej impedanc je Zl. Trzeba tutaj podkreslié,
ze edycji podlega réwniez wartos$é najwiekszej potegi wielomianu licznika
czy mianownika, co umozliwia elastyczne formulowanie postaci funkcji wy-
miernej. Po wprowadzeniu nowej wartosci jej edycje konczymy klawiszem
<ENTER> lub gdy chcemy zaniecha¢ zmieniania wartosci, klawisz <ESC>. Pole
edycji przesuwamy do nastepnej/poprzedniej wartosci za pomoca klawiszy
strzalek lub poprzez ruch myszy w prawo/lewo. Klawisze <HOME>/<END> przesu-
wajg pole na poczatek/koniec zestawu parametréw. Précz parametréw opisuja-
cych obwdd elektryczny na ekranie wystepujg parametry pomocnicze: il. cyfr
PN: -—ustalenie precyzji obliczen, to jest ilogci cyfr matysy liczby wielo-
mianowej; h= —-krok prébkowania dla przeksztalcenia Z; errL= -maksymalny
poziom bledu, po przekroczeniu ktérego przerywane jest obliczanie tansfor-
maty odwrotnej Laplace’a; t_max= -dla t > t_max przerywane jest obliczanie
tansformaty odwrotnej Laplace’a, przy czym jezeli czas ten jest bardzo
dlugi, to o przerwaniu obliczania decyduje errL; 1= —-dlugod$é linii; x=

-miejsce, w ktérym obliczany jest przebieg napiecia.
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Linia dluga, met. L_pn i Z_pn.

il. cyfr PN: 2°5=32
h= 0.3 errL= 0.005 t_max= 100.0 1=1.0 x=1.0

z= (1p~1+0.1

) / (1p~0)
y= (1p~1+0) / (

1p~0)

(™ E= (1p"0) / (1p~1+0)

Z1= (1p~1+1) / (1p~0) Z2 I
/P
Wl'o Z2= (1p~1+1) / (1p~0)

{ENTER>[#~"] —obliczenia, <TAB> —parametry, <Esc>[""#] -powrot

Rys. D.1. Wprowadzanie danych we jsciowych.

Wy jscie z trybu edycji nastepuje po nacisnieciu klawisza <ESC>. Znika ob-
wiedzione podwdjng linig pole edycji i program znajduje sie w stanie, w
jakim byl na poczatku zaraz po uruchomieniu. Nacidniecie klawisza <ESC>
powoduje teraz opuszczenie programu, natomiast nacigéniecie klawisza <ENTER>
startuje obliczenia. Réwnolegle z klawiszami <ENTER)> i <ESC> dzialaja lewy

i prawy klawisz myszy.

Po wystartowaniu obliczen na ekranie pojawiaja sie infornacje o wykony-
waniu kolejnych operacji jak na rys. D.1. Podczas obliczania funkcji exp()
dla argumentu rzedu 1 nastepuje utrata jednej cyfry znaczacej, co jest
sygnalizowane odpowiednim komunikatem. Pod koniec obliczeldl wyznaczane sg
punkty wykresu, co trwa diluzej w przypadku transformaty odwrotnej Lapla-
ce’a, gdyz jest to funkcja ciaglta i jej kolejne punkty mogg by¢é wyznaczone
stosunkowo gesto. Operacji tej towarzyszy wyswietlanie gwiazdek na ekranie

(dolna czeéé rys. D.2).
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LLinia dluga - obliczenia L_pn i Z_pn

Templ := z * y
gamma := 4 Templ
Templ := z / ¥y

Zc :=4 Templ

Templ := Z2 - Zc
Temp?2 := Z2 + Zc

q2 := Templ / Temp2

Wykres dla out_Z
Wykres dla out_L

KK K K KKK K K K K KK K K K K KK KKK KK KK KKK KK K KK K K K K KKK K K K K K K K K kK K Kk K Kk kK
b
KK K K KKK K K K K KK K K K K KK KKK KK KKK KK KK K KK K K KK KKK K K K K K K K K kK K Kk Kk Kk kK
* %k k% ¥ k%
[2,0]

Rys. D.2. Komunikaty wyswietlane podczas wykonywania obliczern.

Nastepnie program przetacza ekran w tryb graficzny i wyswietlane sg
wykresy napiecia w miejscu x linii. U géry ekranu pojawia sie informacja o
wydéwietlanych wykresach np. h=0.3 Lapl.err=0.005 1*:0ut Z 2-—-:out L, co
m. in. oznacza, ze wykres pierwszy dotyczy przeksztalcenia Z i oznaczony
jest znakami "*", zag wykres drugi dotyczy przeksztalcenia Laplace’a i
oznaczony jest linig ciggla. U dolu ekranu pojawia sie informacja o dostep-
nych aktualnie operacjach, doktadnie tak jak to opisano pod koniec dodatku
C. Dla przykladu powiekszenie fragmentu wykresu za pomoca myszy mozna prze-
prowadzié nastepujaco: Naciskamy <ENTER> lub lewy klawisz myszy (Zoom =
<Ent>[#°"]). Na wykresie pojawia sie kursor w postaci krzyza, a na dole
ekranu zacheta: "zaznacz punkt poczatkowy <Enter>[#°"]...". Przesuwajac
mysz ustawiamy kursor w wybranym miejscu i maciskamy <ENTER> lub lewy kla-
wisz myszy. Na dole ekranu pojawi sie zacheta: "zaznacz punkt koncowy
<Enter>[#°"]...". Ustawiamy kursor w wybranym miejscu i maciskamy <ENTER>
lub lewy klawisz myszy. Na ekranie wyswietli sie powiekszony fragment wy-
kresu. Dalej mozemy wykonaé¢ kolejne powiekszenie dowolnego fragmentu, albo
powréci¢ do poprzedniego powiekszenia klawiszem <Esc> lub prawym klawiszem
myszy. Wyjscie z trybu graficznego nastepuje po nacigénieciu klawisza <Q>
lub érodkowego klawisza myszy. Dalej moZzemy zakonczy¢ program naciskajac

<Esc> lub po ponownej zmianie parametréw ponownie powtérzy¢ obliczenia.
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